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Organizacja konkursu

Wielkopolska Liga Matematyczna odbyta sie po raz pierwszy w roku szkolnym
2009/2010. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywaly si¢ w okresie
od marca do maja 2010r.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez plakaty
rozwieszone w szkoltach oraz kontakt z dyrekcjami. Zrédlem aktualnych informacji
o konkursie pozostaje, w mys$l regulaminu, strona internetowa www. astagor.net/wlm.

W konkursie wzigto udziat 44 uczniéw szkét Srednich oraz 4 gimnazjalistéw.
Uczniowie rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca marca
2010r., zestaw B do konca kwietnia 2010r., zestaw C do konca maja 2010r. Kazdy
zestaw liczyt 4 zadania, po jednym z kazdego z dzialéw: algebra z analiza,
kombinatoryka, geometria, teoria liczb. Rozwiazania zadan oceniane byly przez
Komisje WLM w skali od 0 do 10 punktéw. W kilka dni po zakonczeniu terminu
nadsylania rozwigzan kazdego z zestawow, na stronie internetowej WLM ukazywatl
sie aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie I WLM odbyto sie 11 czerwca 2010r., na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Po omoéwieniu
rozwigzan zadan, uczestnicy, ktorzy wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe.

Wszyscy obecni na zakonczeniu zostali zaproszeni na wyklad dra Jerzego
Grzybowskiego Kafelkowanie plaszczyzny i cegielkowanie przestrzeni oraz wyklad
dra Marka Grajka Roots of Victory wygloszony z okazji X Srodkowoeuropejskiej
Konferencji nt. Kryptologii.

Komisja WLM

Przewodniczacy
e prof. dr hab. Krzysztof Pawatowski
Cztonkowie

e dr Malgorzata Bednarska—Bzdega
e mgr Joanna Berlinska
e mgr Bartlomiej Bzdega

e mgr Bartosz Naskrecki



Wyniki konkursu

Komisja WLM postanowila przyzna¢ jedna nagrode stopnia pierwszego,
2 nagrody stopnia drugiego, 5 nagréd stopnia trzeciego oraz 5 wyrdznien.

Nagroda I stopnia

Jedrzej Garnek (117 pkt.)
Uczen 2 klasy VII Liceum Ogdlnoksztalcacego im. Dabréwki w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Lukasz Nizio (99 pkt.)
Uczen 2 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego w Tarnowie Podgdérnym.

Piotr Mizerka (94 pkt.)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Honorata Franek (78 pkt.)
Uczennica 2 klasy Liceum Ogodlnoksztalcacego im. Marii Sktodowskiej—Curie
w Wolsztynie.

Adam Szczepanski (66 pkt.)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogoélnoksztatcacego im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Sebastian Delekta (58 pkt.)
Uczen 1 klasy II Liceum Ogdlnoksztalcacego im. Generalowej Zamoyskiej i Heleny
Modrzejewskiej w Poznaniu.

Agnieszka Szmyt (58 pkt.)
Uczennica 1 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu.

Katarzyna Swiatek (55 pkt.)
Uczennica 1 klasy II Liceum Ogdlnoksztatcacego im. Generalowej Zamoyskiej
i Heleny Modrzejewskiej w Poznaniu.

Wyrdznienia
Aleksandra Pidde (47 pkt.)

Uczennica 3 klasy I Liceum Ogolnoksztalcacego im. Karola Marcinkowskiego
w Poznaniu.



Pawel Bugajny (46 pkt.)
Uczen 3 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego im. Kazimierza Wielkiego w Kole.

Marcin Michalski (45 pkt.)
Uczen 2 klasy II Liceum Ogolnoksztalcacego im. Krzysztofa Kamila Baczynskiego
w Koninie.

Sylwester Swat (44 pkt.)
Uczen 1 klasy I Liceum Ogoblnoksztalcacego im. Karola Marcinkowskiego
w Poznaniu.

Pawel Piasecki (41 pkt.)
Uczen 1 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego im. Tadeusza Kosciuszki w Jarocinie.

Tresci zadan

Zestaw A
Al. Ciag (a) liczb calkowitych dodatnich spelnia dla kazdego n catkowitego
dodatniego warunki

aon = 3a, — 1, Aon+1 = 3a, + 1.

Wykazad, ze ciag ten jest Scisle rosnacy.

A2. W czworokacie wypuklym ABCD spelniony jest warunek AB = BC + DA.
Dwusieczne katéw ABC i DAB przecinaja sie w punkcie P. Udowodnié,
ze CP = DP.

A3. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Tréjkat réwnoboczny o boku n
rozcieto na t tréjkatéw rownobocznych o boku 1 oraz pewna liczbe rombdéw o boku
11 kacie ostrym 60°. Udowodnié, ze t > n.

A4. Liczby a,b,c sa calkowite dodatnie, przy czym a? + b> = 2. Dowiesé,
ze liczba ¢ + %ab jest calkowita i zlozona.
Zestaw B

B1l. 7Z kostek domina o wymiarach 2 x 1 ulozono kwadrat. Udowodnié,
ze z pewnych dwoch kostkek utozony jest kwadrat o wymiarach 2 x 2.



B2. Liczby m i n sa wzglednie pierwsze. Wykazaé, ze rownanie
a+b" =c"

posiada nieskoficzenie wiele rozwiazan w tréjkach (a,b,c) liczb calkowitych
dodatnich.

B3. Dany jest tréjmian kwadratowy T'(z) = 22 + 4x + 2. Dla liczby calkowitej
dodatniej n definiujemy

P(x)=T(T(...T(x)...)

(we wzorze T wystepuje n razy). W zaleznosci od n wyznaczyé wszystkie liczby
rzeczywiste x, spelniajace réwnanie P, (z) = 0.

B4. Na boku AC tréjkata ABC wybrano punkt (. Punkt P jest Srodkiem
odcinka BC'. Odcinki AP i BQ przecinaja sie w punkcie 7. Punkt R jest érodkiem
odcinka AT, natomiast punkt S lezy na odcinku BT i spelnia réwno$é¢ BS = QT.
Dowie$é, ze prosta PS jest rownolegla do prostej QR.

Zestaw C

C1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p+8 jest podzielna
przez |\/p| (symbol |z| oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od ).

C2. W zaleznosci od n > 2 wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe szachowych
wiez, ktora mozna w taki sposéb ustawi¢ na szachownicy o wymiarach n x n,
by spelniony byl nastepujacy warunek: jesli jedna z wiez jest szachowana przez dwie
inne, to wszystkie trzy stoja na jednej lini.

C3. Dany jest trojkat ABC. Okrag o srodku D jest styczny do odcinka BC'
oraz do prostych AB i AC w punktach lezacych poza tréjkatem ABC. Wykazaéd, ze
prosta AD przechodzi przez $rodek okregu opisanego na tréjkacie BCD.

C4. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spelniaja nastepujace réwnosci:
a+b+c=17, a-b-c=64.

Dowie$é, ze max{a,b,c} > 8.



Rozwigzania

A1. Udowodnimy przez indukcje zupelng wzgledem n, ze a, > a,_1. Zaczniemy od
as > ap. Istotnie,
as =3a1 — 1> 3a1 —ay = 2a1 > a;.

Ustalmy n > 3. Zakladamy, ze ay > a1 dla wszystkich k£ < n. Udowodnimy, ze
wtedy takze a,, > a,—1. Dla liczb nieparzystych n = 2t + 1 teza indukcyjna wynika
bezposrednio z tresci zadania. Jesli natomiast n = 2t, to

an =ag =3a; —12>3(a;—1+1) —1>3a; 1 +1=a 1 =a, 1,
co koniczy krok indukeyjny i dowodzi tezy.

A2. Wybierzmy na odcinku AB punkt S, spelniajacy warunek AS = AD. Z tresci
zadania wynika, ze zachodzi takze réwnos¢ BS = BC.

W tej sytuacji dwusieczne katow ABC i DAB sa jednoczes$nie symetralnymi
odcinkéw C'S'i DS. Wnioskujemy zatem, ze punkt P jest Srodkiem okregu opisanego
na tréjkacie CDS, a wiec CP = DP, co konczy dowdd.

A3. Podzielmy dany tréjkat na n? tréjkatéw réwnobocznych o boku 1. Pokolorujmy
je w sposéb przedstawiony na rysunku ponizej (dla n = 4):

Kazdy z otrzymanych w wyniku rozciecia rombéw jest zlozony z jednego tréjkata
bialego i jednego czarnego, zatem t jest rowne co najmniej tyle, ile wynosi réznica
miedzy liczbg biatych i czarnych tréjkatéw. Stad

t>1+2+...4n)—(1+2+...+(n—1)) =n,

co nalezalo wykazac.



A4. Kwadrat liczby catkowitej daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez 3, wiec albo
wszystkie trzy liczby a, b, c sa podzielne przez 3, albo dokladnie jedna z liczb a,b
jest podzielna przez 3. Z tego wynika, ze d = ¢® + %ab jest liczbg catkowita. Ponadto

3d = 3¢ + 2ab = 4¢* — (a — b)* = (2c —a + b)(2c +a — b).

Aby dowies¢ zlozonoéci liczby d wystarczy jeszcze wykazaé, ze zadna z liczb 2¢+a—b,
2c — a + b nie jest rowna 3. Jest tak, poniewaz ¢ > a,b oraz a,b > 1, wiec

2c+a—-b=(c—b)+c+a>1+2+1>3.

Nieréwnosci 2¢ — a + b > 3 dowodzimy analogicznie, co koficzy rozwiazanie zadania.

B1. Sprébujmy utozy¢ kwadrat z kostek domina w taki sposéb, by z zadnych dwéch
nie byt ulozony kwadrat o wymiarach 2x 2. Kostka 0 (rysunek) przykrywa lewy dolny
naroznik kwadratu i dalsze rozumowanie nie zalezy od tego, czy jest ona ulozona
pionowo, czy poziomo.
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Polozenie kolejno kostkek 1,2,3,... jest okreslone jednoznacznie, gdyz muszg one
przykrywaé zaznaczone punkty, a przy tym by¢ utozone w sposéb nie prowadzacy do
powstania niechcianego kwadratu. Problem pojawia sie, gdy docieramy do prawego
gérnego naroznika. Nie mozna przykryé punktu oznaczonego X bez ukladania
kwadratu 2 x 2.

B2. Ze wzglednej pierwszosci m i n wynika, ze istnieja liczby catkowite dodatnie
spelniajace réownos¢ pn+1 = gm. Niech d bedzie dowolna liczba catkowita dodatnia.
Przyjmijmy

a=b=2Pd" oraz c¢=2%d".

Wtedy

2pn+1dmn — 9amgmn _ (qun)m — Cm7

Znalezliémy rozwiazania postaci (2Pd™,2Pd™,27d™) dla dowolnego d caltkowitego
dodatniego oraz dobranych wczesniej p i q. Jest ich oczywiscie nieskoniczenie wiele.



B3. Udowodnimy najpierw przez indukcje, ze
P,(z) = (z+2)*" —2.

Dlan =1 mamy Py (z) = T(z) = (z+2)2 —2, wiec teza zachodzi. Krok indukcyjny
przebiega nastepujaco (zakladamy prawdziwosé tezy dla n):

Poii(z) = T(Pu(x)) = (Pu(z) +2)> —2=((z+2)* —2+2)* -2
= (@+2)??2-2=(z+2)?2" -2

co koniczy dowdd indukeyjny. Réwnanie z zadania przyjmuje wigc postaé
(x+2)"" =2,

zatem x + 2 = 4 */2. Otrzymujemy stad dwa rozwigzania: *v/2 — 2 oraz — *v/2 — 2.

B4. Oznaczmy przez U punkt symetryczny do T wzgledem punktu P.
C

A B

Czworokat BTCU jest rownoleglobokiem, gdyz jego przekatne dziela si¢ na polowy.
W takim razie CU || TQ oraz CU = BT = QS. Wnioskujemy stad, ze czworokat
CQSU takze jest réwnoleglobokiem, wiec CQ || SU. W takim razie tréjkaty AQT
i UST sa jednoktadne wzgledem punktu 7. Poniewaz punkty P i R sa srodkami
odcinkéw odpowiednio TU i AT, trojkaty QRT i PST sa takze jednoktadne
wzgledem punktu 7. A stad juz wynika teza.



C1. Zalézmy na razie, ze p > 16. Przyjmijmy, ze n = L\/ﬂ Wtedy n > 4 oraz
p= n? +kn — 8,

dla pewnego k calkowitego dodatniego. Zauwazmy, ze k musi by¢ liczba parzysta,
gdyz dla k nieparzystych liczba n? + kn — 8 jest parzysta i wieksza od 2, a wiec
ztozona. Ponadto k # 2, poniewaz

n?+2n—8=(n—2)(n+4)
nie jest liczba pierwsza. Zatem k > 4. Jednak z nieréwnosci
n>+kn—8=p<n®+2n

wynika, ze
ne S o 8 _y
k—2 " 4-2 7
co jest sprzeczne z zalozeniem, ze n > 4. W tej sytuacji p < 16. Bezposrednio
sprawdzamy, ze warunki zadania spetniajg liczby 2,3 i 13.

C2. Niech k bedzie liczba wiez, ktore sa jedyne w swojej kolumnie, natomiast
w — analogicznie z wierszem. Kazda z wiez nalezy do przynajmniej jednego z tych
typow, w przeciwnym razie nie bedzie ona spelnia¢ warunkéow zadania. Liczba wiez
nie przekracza wiec k + w.

Jedli k£ =n lub w = n, to mamy ltacznie n wiez na szachownicy. Jezeli zas k,w < n,
to liczba wiez nie przekracza 2n — 2. Jest to liczba nie mniejsza od n dla n > 2.
Rysunek ponizej przedstawia ustawienie 2n — 2 wiez zgodnie z regutami zadania.
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Wieze zapelniaja caly lewy wiersz i dolna kolumne, za wyjatkiem lewego dolnego
pola szachownicy. Jasne jest, ze przy takim ustawieniu zadane warunki sa spelnione,
wobec czego najwieksza mozliwa liczba wiez jest 2n — 2.



C3. Niech S bedzie érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Punkt S lezy
na prostej AD, ktora jest dwusieczng kata BAC. Ponadto prosta BS jest dwusieczna
kata ABC, a prosta BD jest dwusieczna kata przyleglego do kata ABC'. Stad

1 1 1
s<DBS = §<XABC' + §<XC’BD =3 180° = 90°

Tréjkat BDS jest prostokatny, wiec Srodek okregu opisanego na nim lezy na srodku
przeciwprostokatnej D.S. Oznaczmy go przez O. Analogicznie dowodzimy, ze punkt O
jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie C DS, stad jest takze $rodkiem okregu
opisanego na trojkacie BC'D. Punkt O oczywiscie lezy na prostej AD, co konczy
dowdd.

C4. Zalézmy nie wprost, ze a,b,c < 8. Wtedy ¢ = 17 — a — b > 1. Zachodzi takze
nieréwnos$é
0 < ¢(8—a)(8—0b)=64c—8c(a+b)c+ abe
= 64c—8¢(17T—¢c)+64=8(c—1)(c—8) <0,

gdyz 1 < ¢ < 8. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze przynajmniej jedna z liczb
a, b, c jest wieksza lub réwna 8, co jest rownowazne tezie.
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