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Organizacja konkursu

Dziesiata edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyta sie w roku szkolnym
2018/2019. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

Organizacje Ligi wspiera Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycz-
nego oraz Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkol oraz z samymi zainteresowanymi. W szkolach
wywieszone zostaly plakaty informujace o konkursie. Zrédlem aktualnych informacji
jest strona internetowa wlm.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLM na Facebooku.
W konkursie wzieto udziat 10 uczniow.

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia, zestaw B do konica lutego, zestaw C do konica marca. Kazdy z zestawdw
liczyl po 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiagzania oceniane byly przez
Komisje WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna byto otrzymaé od 0 do 10
punktow. W kilka dni po zakonczeniu terminu nadsylania rozwiazan kazdego z ze-
stawéw na stronie internetowej WLM ukazywal si¢ aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie X WLM odbylo si¢ 21 maja 2019 r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy,
ktérzy wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe. Uroczystosé uswietnit wy-
ktad popularnonaukowy prof. Krzysztofa Pawalowskiego.

Komisja WLM

e Przewodniczacy: dr Barttomiej Bzdega.

e Zespdl oceniajacy prace uczestnikéw:
dr Bartlomiej Bzdega, dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega,
mgr Jedrzej Garnek, mgr YLukasz Nizio, mgr Piotr Mizerka, Sylwester Swat.

e Zespdl przygotowujacy zestawy zadan:
Kacper Bem, dr Bartlomiej Bzdega, mgr Jedrzej Garnek,
Mieczystaw Krawiarz, Patryk Matusiak, Wojciech Wawréw.

e Autorzy zadan:
dr Bartlomiej Bzdega (A2, A3, A4, A5, B1, B2, B3, B4, B5, C1, C3, C5),
Patryk Matusiak (A1), Mieczystaw Krawiarz (C2), Wojciech Wawréw (C4).



Wyniki konkursu

Nagroda I stopnia

Cezary Botta (140)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Kosma Kasprzak (133)
Uczen 3 klasy oddzialéw gimnazjalnych XXXVIII Liceum w Poznaniu.

Oliwier Urbanski (133)
Uczen 3 klasy oddzialéw gimnazjalnych 28 SP w Poznaniu.

Natalia Adamska (132)
Uczennica 2 klasy I Liceum Ogodlnoksztalcacego w Szamotutach.

Nagrody III stopnia

Antoni Solarski (102)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Klaudia Tarabasz (90)
Uczennica 2 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Patryk Zubilewicz (83)
Uczen 2 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego Towarzystwa Salezjanskiego w Pile.



Szkice rozwigzan zadan

A1. Znalezé wszyskie liczby naturalne n, dla ktérych 4™ + 2™ + 17 jest kwadratem
liczby naturalne;j.

Rozwigzanie. Dla kazdego naturalnego n > 5 mamy
(2" =4" < 4" 42"+ 17 < 4" +2-2" +1= (2" +1)%,

wiec dla takich n liczba 4™ 42" 417 nie jest kwadratem liczby naturalnej. Wystarczy
zatem sprawdzi¢ liczby naturalne n < 4, z ktorych postawiony w zadaniu warunek
spetia tylko n = 4 — wéwczas 4" 4 2" + 17 = 172,

A2. Dla liczb rzeczywistych  # 01y & {—1,0,1} definiujemy zbiory
A= {z,2z,3x,4x,...} i B={y,v*,y> " ...}

Udowodnié¢, ze dla kazdego calkowitego nieujemnego n mozna tak dobraé liczby z
iy, by zbiory A i B mialy dokladnie n elementéw wspdlnych.

Rozwigzanie. Niech x = 2% iy = % Wtedy wspdlny element zbioréw A i B to

taki, ktorego mozna zapisa¢ jednoczesnie w postaci o5 i 2%, dla pewnych catkowitych
dodatnich a i b. Réwnos¢ 5 = 2%, jest réwnowazna réwnosci a = 2", ktéra spelnia
dokladnie n par liczb catkowitych dodatnich (a,b). Podany przyklad dowodzi, ze

liczby = i y mozna tak dobraé, by spelnione byly postawione w zadaniu warunki.

A3. Prosta ¢ przechodzi przez srodek cigzkosci tréjkata ABC' oraz przecina odcinki
AC i1 BC. Wykazaé, ze odlegloéé punktu C' od prostej £ jest réwna sumie odlegtosci
punktow A i B od prostej £.

Rozwigzanie. Wprowadzmy uktad wspolrzed- Yy
nych, w ktérym o$ OX pokrywa sie z prosta C
¢, punkty A = (za,ya) i B = (zB,yB) leza i
pod osia OX, a punkt C = (z¢,yc) — nad. |
Srodkiem ciezkosci trojkata ABC' jest punkt 3

S_<$A+SUB+$C yA+yB+yc) i S LT
3 ’ 3 ' !

Woéwezas yo jest odlegloscig punktu C od pro-
stej £, a —ya 1 —yp — odlegloéciami punktéw odpowiednio A i B od tej proste;j.
Punkt S lezy na prostej ¢, wiec ya + yp + yo = 0, czyli yo = —ya — ypB, co konczy
dowdd.



A4. Na nieskonczonej szachownicy gracze stawiaja na zmiane kétko (gracz I) i krzy-
zyk (gracz II). Gra sie konczy, gdy gracz I zapelni kétkami pewien kwadrat 2 x 2.
Rozstrzygnaé, czy gracz I posiada strategie, ktéra pozwoli mu zakonczy¢ gre, nieza-
leznie od tego, co zrobi przeciwnik.

Rozwigzanie. Udowodnimy, ze gracz I nie ma takiej stra- l l I
tegii. Podzielmy szachownice na cegietki w sposéb przed- | | | |
stawiony na rysunku obok. Jedli gracz I postawi kotko | | |

w ktorejs z cegietek, to gracz II odpowieda krzyzykiem | | : | |
w tej samej cegielce. To uniemozliwia zapelnienia kétkami | | |
kwadratu 2 x 2, gdyz kazdy taki kwadrat zawiera jedna I I I I
cegietke w calosci.

AS5. Liczby naturalne m > n > 2 oraz 1 < a1 < az < ... < a,, < 2™ spel-
niaja warunek NWD(a1,as,...,an,) = 1. Dowiesé, ze istnieja parami rézne liczby
01,42, ,in € {1,2,...,m}, dla ktérych NWD (a;, , a;,, ..., a;, ) = 1.

Rozwigzanie. Niech NWD(X') oznacza najwiekszy wspdlny dzielnik elementéw zbioru
X. Sposréd wszystkich niepustych podzbioréw X zbioru {aq,as,...,an}, dla kté-
rych NWD(X) = 1, wybieramy taki, ktéry ma najmniej elementéw. Bez utraty ogélno-
$ci niech bedzie to B = {aq,aq,...,a;}. Wystarczy wykazaé, ze k < n, bo wéwczas
NWD(a1,as,...,a,) = 1.

Z minimalnosci zbioru B wynika, ze dla ¢ = 1,2,...,k mamy NWD(B \ {a;}) > 1,
wiec istnieje taka liczba pierwsza p;, ze p; { a; oraz p; | a; dla j € {1,2,...,n}\ {i}.
Liczby p1,p2, ..., Pk sa parami rézne, wiec p1ps ... px—1 | ag, co daje

2" > ay, = pipa. .. pe-1 = 2"7L

7 powyzszej nieréwnosci wynika, ze k < n, co konczy dowdd.

B1. Pewien okrag dzieli kazdy z bokéw czworokata wypuktego ABC D na trzy réwne
czesci. Wykazaé, ze ten czworokat jest kwadratem.

Rozwigzanie. Przyjmijmy takie oznaczenia, jak na ry-
sunku obok. Punkty @ i R sa odpowiednio srodkami
odcinkéw PB i SB, wigc QR || PS. Wobec tego czwo-
rokat PQRS jest trapezem wpisanym w okrag, wiec
|PQ| = |RS| i w konsekwencji |AB| = |BC|. Analo-
gicznie dowodzimy, ze |BC| = |CD| = |DA|. Czworo-
kat ABCD jest zatem rombem.

Srodek O okregu lezy na symetralnych cieciw PQ
i TU. Te symetralne sa jednoczednie symetralnyni od- L
cinkéw AB i C'D. Poniewaz sa to odcinki réwnolegle, A P Q B
ich symetralne tez sa rownolegle, wiec musza sie pokrywaé, gdyz maja wspdlny
punkt O. Z tego wynika, ze romb ABC'D ma oS symetrii przechodzaca przez srodki
jego przeciwleglych bokéw, czyli jest kwadratem.




B2. Rozwiazaé¢ réwnanie

albl+lel | plel+lal | Jal+bl — _q

w liczbach calkowitych a, b, ¢, niebedacych jednoczesnie zerami.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze rownanie to jest symetryczne ze wzgledu na
jego niewiadome a, b, c.

Jezeli b = ¢ = 0, to otrzymujemy réwnanie sprzeczne a® = —1; analogicznie gdy

ktérekolwiek dwie z niewiadomych sa zerami. Wobec tego co najwyzej jedna z liczb
a, b, ¢ jest réwna 0, wiec wykladniki z lewej strony rownosci sa dodatnie. Z tego
wynika, ze liczba a + b + ¢ jest tej samej parzystosci co —1, czyli wérdd liczb a, b, ¢
sg trzy lub jedna liczba nieparzysta. Nie moga by¢ trzy nieparzyste, bo wdwczas
lewa strona réwnosci bylaby nieujemna jako suma trzech poteg o wykladnikach
parzystych. A zatem dwie z niewiadomych sa parzyste — bez straty ogdlnosci niech
beda to a i b — a trzecia jest nieparzysta.

Liczba cl*l*Pl daje reszte 1 z dzielenia przez 4 jako potega liczby nieparzystej o
wyktadniku parzystym. Z tego wynika, ze 4 f al’ltlel £ pleltlel wiee [b| 4 |c| = 1 lub
le|+ |a| = 1. W pierwszym przypadku (drugi jest analogiczny) mamy b = 01ic = +1,
wiec @t = 1. Prowadzi to do réwnoéci a = —2.

Po uwzglednieniu wszystkich analogicznych przypadkéw, lacznie otrzymujemy 12
rozwiazan: trojka (a,b,c) = (—2,0,%1) i wszystkie jej permutacje.

B3. Funkcja f : R — R spelnia dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y nieréwnosé

[f(@) = f)]- |z -yl <1
Dowies¢, ze f jest funkcja stala.

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze f nie jest funkcja stala. Wtedy r = |f(z) — f(y)| # 0
dla pewnych liczb rzeczywistych x i y. Wybierzmy tak duza liczbe M, aby zachodzilty
nieréwnosci |z — M| > 2 i [M —y| > 2. Wtedy jednak otrzymujemy sprzeczno$é

1 1
r=|f(@) = fWl < |f(@) = fF(M)]+[f(M) = f(y) < M| M=y ="

ktora dowodzi, ze funkcja f jest stala.



B4. Na obdéz wyjechalo n > 3 uczniéw, niektérzy z nich znali sie jeszcze przed
wyjazdem. Podczas obozu codziennie odbywat sie wieczorek integracyjny, na ktorym
zaznajamiala sie kazda para uczestnikow, ktora posiadala wspdlnego znajomego,
poznanego najpo6zniej w dniu poprzednim. Obéz zakonczono z chwila, w ktérej kazdy
juz poznal kazdego. W zaleznosci od n wyznaczy¢ najwicksza mozliwa, skonczona
liczbe dni, ktore mogt trwaé obdz.

Rozwigzanie. Nagwijmy dystansem pomiedzy dwoma obozowiczami X i Y najmniej-
sza liczbe d = d(X,Y), dla ktérej na poczatku obozu mozna wskazaé taki ciag
uczniéw (Ag, A1, ..., Aq), ze kazde dwa jego sasiednie wyrazy sa znajomymi oraz
Ag = X 1 A; = Y. Jedli taki cigg nie istnieje, to wowczas stosujemy konwencje
d(X,Y) = 0.

Zwréémy uwage, ze dystans spelnia nieréwnosé tréjkata:

dX,)Y)+d(Y,Z) 2 d(X, 2).
Jest tak dlatego, ze scalajac ciag taczacy X z Y i ciag taczacy Y z Z, otrzymamy
ciag taczacy X z Z, ktéry niekoniecznie jest najkrétszy.

Udowodnimy indukcyjnie, ze po k dniach uczestnicy X i Y znaja sie wtedy i tylko
wtedy, gdy d(X,Y) < 2F. Dla k = 0 (poczatek obozu) wynika to wprost z definicji
dystansu. Jest to baza indukcji.

Przypusémy, ze teza zachodzi dla pewnego ustalonego k > 0. Jedli X i Y sa znajo-
mymi po k + 1 dniach, to albo znali sie juz po k dniach (wtedy z zalozenia induk-
cyjnego d(X,Y) < 2F < 2F+1) albo poznali si¢ w dniu k¥ + 1 — w tym wypadku po
k-tym wieczorku mieli wspélnego znajomego Z, dzieki ktéremu sie poznali. Wowczas

d(X,Y) <d(X,Z) +d(Z,Y) < 2F 4 28 = 2k +1,

W druga strone, jezeli d(X,Y) > 2**! to na mocy zalozenia indukcyjnego X i Y’
nie znaja si¢ po k-tym wieczorku. Dla kazdego uczestnika U zachodza nieréwnosci

d(X,U)+d(U,Y) > d(X,Y) > 2k
wiec d(X,U) > 2F lub d(U,Y) > 2F, czyli U nie zna X lub nie zna Y. Z tego wynika,
ze X 1Y nie zapoznaja sie¢ na wieczorku k + 1, co konczy dowdd indukeyjny.

Niech D oznacza najwigkszy dystans pomiedzy uczestnikami obozu. Jedli D = oo,
to obdz nigdy sie nie skoficzy. W przeciwnym razie ob6z potrwa [logy D] dni.

Najwigksze mozliwe skonczone D jest réwne n — 1 — gdy wszystkich uczestnikow
obozu mozna ustawi¢ w ciag, w ktérym znaja sie jedynie uczestnicy sasiadujacy.
Wtedy obdz potrwa [log,(n — 1)] dni.



B5. Szescian o krawedzi 1 przecieto plaszczyzna. Otrzymany przekrdj jest piecioka-
tem o polu P. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci P.
Rozwigzanie. Umieéémy szedcian i jego przekrdj 2
w ukladzie wspoélrzednych, tak jak na rysunku

obok. Przyjmijmy, ze C

A:(CL?O’O)? B:(07b70)7 O:(()?O?C)?

przy czym a,b > 1 oraz 0 < c < 1. .]\VB
Latwo wykazaé, ze P > % — wynika to z faktu, ze [0) Y
P jest wieksze niz pole rzutu prostokatnego pie- K M
ciokata CKLMN na plaszczyzn@ OXY, a ten

rzut ma pole wieksze niz = gdyz zawiera trojkat

prostokatny o w1erzcholkach (0,0), (0,1)i (1,0). 4 L
Ponadto w granicy a,b — 1 i ¢ — 0 pole prze-
kroju dazy do l. x

Na ptlaszczyznie OXY prosta AB ma réwnanie 7 4 4 = 11i lezy blizej punktu (0,0)
niz punkt (1,1), wiec £ + 1 > 1, réwnowaznie a + b > ab. Podstawmy zatem

s=ab, s+t=a+b dla pewnych s > 11it > 0.

Odnotujmy, ze s? + t? > a? + b?, gdyz po przeksztalceniach jest to réwnowazne
nieréwnosci (¢ — 1)(b—1) > 0.

Niech [F] oznacza pole figury F. Z twierdzenia de Gua otrzymujemy

[ABC) = \/[OAB]2 + [OBCJ2 + [OC AJ? \/a2b2 T b2e2 + c2q2

< \/a2b2—|—b2—|—a2 < \/252—|—t2.
Tréjkat ALK jest2 podobny do tréjkata ABC w skali 1 — é, wiec zachodzi rownosé
[ALK] = (1 — 1) [ABC]. Z tego oraz z analogicznego wyznaczenia [BM N] wynika,
ze P =[ABC] - r, przy czym
1\? 1\? 2ab—(a+b—ab)? 2s—1t> 25— 12y/2s
r=1l-(1--] - 175 = 252 - 7 < :
a

a s 52

Z nieréwnosci (252 +12)(2s —t2) = 4s® — 2(s — 1)t2 — t* < 4s® otrzymujemy wreszcie
V4532
282 = V2.

Wartosé ta jest osiagana w granicy a — 1, b — oo przy ¢ = 1.

P=[ABC]-r<

Poniewaz P jest funkcja ciagla zmiennych a, b i ¢, zbiér wszystkich mozliwych war-
tosci P jest calym przedzialem (3,/2).



C1. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnosé

Va2 + 02 /R +d + V22 2 +a® > (a+c)(b+d).

Rozwigzanie. Nieréwno$é, ktéora mamy udowodnié, jest suma dwoch nastepujacych
nieréwnosci:

Va2 +b2-v/c2 +d2 > ad + be, V2 + 2 \/d2+ a2 > ab+ cd.

Kazda z nich po obustronnym podniesieniu do kwadratu i uproszczeniu, jest réwno-
wazna prawdziwej nieréwnosci (ac — bd)? > 0.

C2. Niech d(n) oznacza liczbe dzielnikéw n, a k(n) — liczbe tych dzielnikéw n, ktére
sa kwadratami liczb naturalnych. Wykazaé, ze dla kazdego catkowitego r > 1 istnieje
liczba naturalna n, spelniajaca réwnosé d(n) = r - k(n).

Rozwigzanie. Jesli p jest liczba pierwsza i p t n, to dla naturalnego t zachodza
rownosci

d(np') = (t+1)d(n),  k(np') = k(n)([t/2] +1).

Pierwsza z nich wynika z tego, ze kazdy dzielnik liczby np’ jest postaci ep’, w ktorej
e|noraz i€ {0,1,...,t}. Natomiast kazdy kwadrat dzielacy np' jest postaci Ip*,
przy czym [ | n jest kwadratem, za$ i € {0,1,...,|t/2]} — to dowodzi drugiej
réwnosci.

Niech f(n) = d(n)/k(n). Dla liczby pierwszej p 1 n, z powyzszych wzoréw otrzymu-
Jjemy

2, gdy t = 2a — 1,

o . . .
f(np') = f(n) { 2aa_1’ ody £ = 20 (liczba a jest naturalna).

Udowodnimy za pomoca silnej indukcji, ze dla kazdego r istnieje takie n, ze f(n) = r.

Jest jasne, ze f(1) = 1. Ustalmy r > 1 i zal6zmy indukcyjnie, ze istnieja takie liczby
naturalne nq,nso, ..., n._1, ze f(n;) =i dla wszystkich i < r. Niech p bedzie liczba
pierwsza, ktora nie dzieli zadnej z liczb ny,ng, ..., np_1.

Jezeli 2 | r, to f(n,/2p) = 2f(n,/2) = r. W przeciwnym razie zapiszmy r = 2a — 1
dla pewnego naturalnego a < r. Mamy wéwczas f(nqp") = £ f(n,) = r, co konczy
dowdd indukcyjny.



C3. Dany jest trojkat ABC'. Okrag styczny do odcinkéw BC i AC przecina odcinek
AB w punktach K i L. Wykazaé, ze

[AK| - |BL|| <|1ac - |BCl|.

Rozwigzanie. Przyjmijmy oznaczenia widoczne
na rysunku obok. Z podobienstwa tréjkatow
AKN i ALN otrzymujemy n? = k(k + ), ana-
logicznie m? = [(I+x). Okrag z zadania jest jed-
noktadny do okregu wpisanego w trojkat ABC
w stosunku wiekszym niz 1, wiec

n+m < |AE| +|BD| = |AB|.

7 tego wynika, ze

|AB| - ||AC| = |BC|| = |AB| - [n = m| > (n + m)[n — m| = [n* — m?|
=|k*+ ke -1 —lz|=(k+1+az)|k—1=|AB|- |k —1|.
Po obustronnym podzieleniu przez |AB| otrzymujemy teze.

C4. Dany jest wielomian P(z) o wspélczynnikach catkowitych i pewien zbiér A liczb
naturalnych wiekszych od 1. Powiemy, ze zbiér A pokrywa wielomian P(z), jezeli dla
kazdego calkowitego n liczba P(n) jest wielokrotnos$cia pewnego elementu zbioru A.
Dowiesé, ze jezeli dany wielomian mozna pokry¢ zbiorem skonczonym, to mozna go
pokry¢ zbiorem jednoelementowym.

Rozwigzanie. Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze wielomian P(x) mozna pokry¢
pewnym zbiorem skoniczonym A, natomiast nie mozna go pokryé zadnym zbiorem
jednoelementowym. Niech p1, pa, . . ., pr beda wszystkimi dzielnikami pierwszymi ele-
mentéw zbioru A. Zbiér jednoelementowy {p;} nie pokrywa wielomianu P, wiec
istnieje takie calkowite r;, ze p; ¥ P(r;) dlai = 1,2,..., k. Na mocy chinskiego twier-
dzenia o resztach istnieje liczba catkowita n, ktéra spelnia wszystkie nastepujace
kongruencje:

n=r; (modpi), n=ry (modps), ..., n=r; (modpg).
Wobec tego dla ¢ =1,2,..., k mamy
P(n)=P(r;) 0 (mod p;),

czyli liczba P(n) nie jest podzielna przez zadna z liczb p1,pa, ..., pg. Jest to jednak
sprzeczno$é — zbiér A nie pokrywa wielomianu P(x), bo zaden element zbioru A
nie dzieli liczby P(n).

10



C5. Niech A bedzie skonczonym zbiorem liczb calkowitych. Dla kazdej liczby calko-
witej dodatniej n przez A, oznaczmy zbiér tych liczb, ktére da sie zapisa¢ w postaci
sumy ay + as + ... + a,, w ktérej ay,...,a, € A sa niekoniecznie rézne. Niech
rn = |Aps1| — |An|. Dowiedé, ze ciag (r) jest od pewnego miejsca staly.

Rozwigzanie. Dla |A| = 1 teza jest trywialna, niech wigc |A| > 1. Jezeli wszystkie
elementy zbioru A powiekszymy o pewna stala lub pomnozymy przez pewna nieze-
rowg stala, to liczby elementéw zbiorow A,, nie zmienia sie. Mozemy zatem zalozyc¢,
ze min A = 0 oraz NWD(A) = 1.

Woéweczas zbior liczb naturalnych, ktérych nie da sie zapisaé za pomoca sumy pewnej
liczby niekoniecznie réznych elementéw zbioru A jest skoficzony. Oznaczmy ten zbiér
przez X. Elementy zbioru A, 11 powstaja z dodawania parami elementéw zbioréw
An 1 A, w szczegdlnosci A, € Apt1, gdyz 0 € A. Niech m = max A i z = max X.
Dla odpowiednio duzego ny mamy wiec

{0,1,2,...,2}\ X CA,, 1 z4+Lz+2,....04+m¢eA,,.
Indukcyjnie dowodzimy, ze dla naturalnych ¢ mamy
{0,1,2,...,2}\ X CAp+t 1 z+1lL2+2,...,2+({+1)m € Apyit.

Dla dostatecznie duzych n = ng +t — powiedzmy dla n > N — zachodzi nieréwno$¢
1 1
z+ (t+1)m > 5(710 +t)m = 5 max A,,.

Oznacza to, ze dla n > N jedynymi liczbami naturalnymi mniejszymi od %max An
i nienalezacymi do A,, sa elementy zbioru X.

Rozwazmy teraz zbiér B = {m —a : a € A} i utwérzmy ciag zbioréw (B,,) analo-
giczny do ciagu (A,,), ale dla zbioru B. Jest jasne, ze 0 € B i NWD(B) = 1. Rozumujac
analogicznie jak dla zbioru A, dochodzimy do wniosku, ze dla odpowiednio duzych n
—powiedzmy n > N’ - jedynymi liczbami naturalnymi mniejszymi od % max B, inie-
nalezacymi do B,, sa elementy zbioru Y, ktéry definiujemy analogicznie do zbioru X.

Poniewaz B, = {mn—«a: a € A, }, wnioskujemy, ze dla n > max{N, N'} do zbioru
A, naleza liczby 0,1,2,...,mn z nasteujacymi wyjatkami: elementami zbioru X
oraz liczbami postaci mn — v przy v € Y. W takim razie

|A,| =mn —|X| - [Y] dlan>max{N,N'}.

To oznacza, ze dla takich n zachodzi réwnosé r,, = m, czyli ciag (r) jest od pewnego
miejsca stalty.
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