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Organizacja konkursu

Trzecia edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla sie w roku szkolnym
2011/2012. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywaly si¢ w okresie
od marca do maja 2012r.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez plakaty
rozwieszone w szkolach oraz kontakt z nauczycielami i dyrekcjami szkél. Zrédlem
aktualnych informacji o konkursie byla strona internetowa www.astagor.net/wim.
Poczawszy od kolejnej edycji, bedzie to strona wim.wmsi.amu.edu.pl.

W konkursie wzigto udzial 35 uczniéw szkét srednich oraz jeden uczen szkoty
podstawowej. Uczniowie rozwigzywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A
do konca marca 2012r., zestaw B do konca kwietnia 2012r., zestaw C do konca maja
2012r. Kazdy zestaw liczyt 4 zadania, po jednym 2z kazdego z dzialow:
algebra z analiza, kombinatoryka, geometria, teoria liczb. Rozwiazania zadan
oceniane byty przez Komisje WLM w skali od 0 do 10 punktéw. W kilka dni po
zakonczeniu terminu nadsylania rozwiazan kazdego z zestawéw, na stronie
internetowej WLM ukazywal sie aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie III WLM odbytlo sie 22 czerwca 2012r., na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Po oméwieniu
rozwiazan zadan, uczestnicy, ktorzy wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe.

Wszyscy obecni na zakonczeniu mieli mozliwo$¢ wystuchania wyktadu O hipotezie
Goldbacha, ktéry wyglosit dr Bartlomiej Bzdega.

Komisja WLM

Przewodniczacy
e prof. dr hab. Krzysztof Pawatowski
Czlonkowie
e dr Malgorzata Bednarska—Bzdega
e dr Bartlomiej Bzdega
Testerzy zadan
e Jedrzej Garnek

e Tukasz Nizio



Wyniki konkursu

Komisja WLM postanowila przyzna¢ jedna nagrode stopnia pierwszego,
3 nagrody stopnia drugiego, 4 nagrody stopnia trzeciego, jedno wyrdznienie oraz
jedna nagrode specjalna.

Nagroda I stopnia

Piotr Mizerka (115 pkt.)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Grzegorz Adamski (111 pkt.)
Uczen 1 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego w Szamotulach.

Sylwia Hodlik (111 pkt.)
Uczennica 2 klasy I Liceum Ogdlnoksztalcacego w koninie.

Sylwester Swat (110 pkt.)
Uczen 3 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Konrad Krakowski (104 pkt.)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Bartosz Biadasiewicz (100 pkt.)
Uczen 3 klasy Liceum Ogdlnoksztatcacego w Turku.

Maciej Kolanowski (99 pkt.)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

F.ukasz Michalak (93 pkt.)

Uczen 3 klasy Liceum Ogoélnoksztatcacego im. Sw. Marii Magdaleny w Poznaniu.
Wyrdznienie

Marcin Drzewiecki (71 pkt.)

Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Nagroda specjalna

Maciej Kolanowski - za redakcje rozwiazan zadan.



TresSci zadan

Zestaw A
A1. Rézne liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja warunek

2 —y=y*—z2=2%—u.

Udowodnié, ze (x +y)(y + 2)(z + z) = 1.

A2. Przez s(n) oznaczmy sume cyfr zapisu dziesietnego liczby catkowitej n > 1.

Wyznaczyé najmniejsza oraz najwieksza wartos¢ wyrazenia Ss(frg).

A3. Dana jest liczba catkowita n > 2 oraz ciag n— 1 znakow mniejszosci 1 wiekszoSci.
Wykazaé, ze liczby 1,2,...,n mozna tak wstawi¢ miedzy znaki, aby zachodzace
nieréwnosci byly spelnione (na przyklad dla n = 5 i ciagu znakéw (<, >,>, <)
mamy 4 <5>2>1<3).

A4. Punkt T jest érodkiem boku C'D czworokata wypuklego ABC'D. Dowiesc¢, ze
jedli tréjkat ABT jest réwnoboczny, to BC' + DA > ABV/3.

Zestaw B

B1. Odcinek AB jest dluzsza podstawa trapezu ABC D, w ktérym zachodzi réwnosé
JACB 4 <CAD = 180°. Udowodnié¢, ze AB - AD = BC - CD.

B2. Funkcje f,g : N — N spelniajg dla dowolnej liczby naturalnej n nastepujace
warunki:

g(n) =f(f(n)) = fln+1),  fln)#n+L

Wykazaé, ze funkcja g jest okresowa.

B3. Kazdy z 2™ podzbioréw zbioru {1,2,...,n} wypisano na jednej z n kart
ponumerowanych od 1 do n. Dowiesé, ze dla pewnego k na k-tej karcie znajduje
sie zbiér zawierajacy k oraz zbidr, ktéry nie zawiera k.

B4. Rozstrzygnaé, czy istnieje Scisle rosnacy ciag liczb catkowitych dodatnich
(a1, az,...), ktéry spelnia nastepujace warunki

an | a1 +as+ ...+ ap_1, anp < ai+as+ ...+ an_1

dla wszystkich n > 4.



Zestaw C

C1. Udowodnié, ze réwnanie
a® 4 bb = €

nie posiada rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich a, b, c.

C2. W czworokacie wypuklym ABCD zachodza nastepujace zwiazki:
JSABD =29ACD, <ADB =25ACB.

Wykazaé, ze AC' jest dwusieczng kata BAD.

C3. W turnieju szachowym kazdy gracz rozegral z kazdym partie, zakonczona
wygrang, przegrang badz remisem. Okazalo sie, ze dla dowolnych graczy A, B, C
jesli A wygral z Bi B wygral z C, to C wygral z A. Dowies¢, ze jesli gracz A; wygrat
z Ajyqp dladi=1,2,...,n— 1 oraz gracz A,, wygral z A;, to n jest liczba podzielna
przez 3.

C4. Wielomian P o wspolczynnikach rzeczywistych ma stopien n. Dowiesé, ze funkcja

fz) = <Z)P(x) - <?)P(:c+ 1) + (;)P(x+2) — 4 (=1)n (Z)P(z+n)

jest stata.



Rozwigzania

A1l. Z réwnosci 22—y = y? —z otrzymujemy (z+y)(z—y) = y—2, zatem z+y = g:;,
poniewaz x # y. Analogicznie y + z = >=7 oraz z + « = 7=1. Wobec tego
-2z z—x T—
(eryly+a)era)=— = =1,
co nalezato wykazac. O
A2. Niech ¢; oznacza liczbe cyfr ¢ w zapisie dziesietnym n. Wtedy
S(n) = ¢+ 2c2+ 3cs +4eqg + 5es + 6cg + Ter + 8cs + ey,
S(2n) = 2c¢1 4 4cs + 6¢3 + 8cq + ¢5 + 3¢ + Her + Teg + 9co.
W takim razie 2S(n) > S(2n) oraz 55(2n) > S(n). Otrzymujemy zatem

1< 55((27?)) < 2. Réwnoéci zachodza przyktadowo dlan =51in = 1.

A3. Dla n = 2 teza jest oczywista. Przeprowadzimy dowdd przez indukcje; zalézmy,
ze dla pewnej liczby k teza jest stuszna. Na mocy zalozenia indukcyjnego, mozemy
wpisaé liczby od 1 do k w ten sposob, zeby pierwszych k£ — 1 nieréwnosci byto
w odpowiednia strone. Jesli k-tym znakiem jest <, to dopisujemy za nim k + 1
iw tym przypadku teza jest spelniona dla n = k+1. W przeciwnym razie zwiekszamy
wszystkie uprzednio wpisane liczby o 1 i dopisujemy na koficu 1. Réwniez w tym
przypadku zachodzi teza dla n = k + 1, co koniczy dowdd indukcyjny. O

A4. Niech P bedzie takim punktem, ze T jest srodkiem odcinka BP. Wéwczas
czworokat BC'PD jest réwnoleglobokiem, gdyz jego przekatne dziela sie na polowy.
Otrzymujemy stad BC = PD.
C
B

AWP
D

Poniewaz <ATP = 120° oraz AB = BT = AT = PT, mamy AP = ABV3.
W takim razie
BC +DA=DP+ DA > AP = ABV3,

co konczy dowdd. O



B1. Poprowadzmy proste BC oraz AD do wsp6lnego punktu P. Z warunkéw zadania
wynika, ze SPAC = < PCA, zatem AP = CP.

P

A B

. . AB _ BP _ AP . .
Na mocy twierdzenia Talesa 55 = &5 = 55 W takim razie

AB _BP-AP BP-CP BC
CD CP—-DP CP—DP AD’

co jest rbwnowazne tezie. O

B2. Zauwazmy najpierw, ze

f) = f(fin=1) = F(f(f(n=2))) = ... = [*(1),

gdzie f™ oznacza n-krotne zlozenie funkcji f. Niech ¢ = f(1). Jedli ¢ = 1, to
z warunkow zadania wynika, ze funkcja f jest stala, czyli w szczegdélnodci
okresowa o okresie 1. Ponadto ¢ # 2, wiec mozemy przyjaé, ze ¢ > 3. Wtedy
fe(1) = f(e) = f2(1), zatem dla n > ¢ mamy

fn) = fr(1) = 7o) = 12 ) = 17 (1) = fln— e+ 2).

Wobec g(n) = f(n + 1) zachodzi réwnosé g(n) = g(n —c+2) dlan > ¢ — 1, czyli
g(m+c—2)=g(m) dlam > 1, co konczy dowod. O

B3. Niech A oznacza zbidr tych k € {1,2,...,n}, dla ktérych na k-tej karcie znajduje
si¢ przynajmniej jeden zbidr, ktéry nie zawiera k. Zbiér A znajduje sie na jednej
z kart, niech bedzie to karta o numerze a. Jesli a € A, to na a-tej karcie nie ma
zbioréw niezawierajacych a, czyli nie ma tam zbioru A, sprzeczno$é. W takim razie
a € A. 7 okre§lenia zbioru A wynika, Ze na a-tej karcie znajduje sie przynajmniej
jeden zbiér, ktory nie zawiera a. Na tej samej karcie jest zbidr A, ktory zawiera a,
wiec teze zadania spelnia liczba a. O



B4. Zal6zmy, ze istnieje ciag (a1, aq,...) spelniajacy warunki zadania. Wtedy
ay < ay+ ag + az < 3az < 3ay,

zatem 2a4 = a1 + ag + ag na mocy podzielnosci ay | a1 + as + as. Udowodnimy przez
indukcje, ze dla n > 4 zachodzi réwnosé¢ 2a,, = a1 + as + ... + a,_1. Zakladajac
prawdziwos¢ tej rownosci dla n = k otrzymujemy

a1 < a1+ a4+ ... +ap < 2a 4 ar < 3ak41,

wiec 2ag+1 = a1 + a2 + ...+ ai na mocy podzielnosci ayy1 | a1 + az + ... + ag, co
konczy dowdd indukeyjny.
Na mocy udowodnionej indukcyjnie réwnosci, dla n > 4 mamy

—_

1 3
1 = (a1 +azs+... +a,) = 5(2% +a,) = San.

[\

Wobec tego a4yn = (%)n a4, co oznacza, ze dla dowolnego n zachodzi podzielnosé

2" | ay4. jest to sprzeczno$é, ktéra dowodzi, ze ciag o zadanych wlasnosciach nie

istnieje.

C1. Gdyby takie liczby istnialy, to oczywiscie ¢ > 1, a,b < ¢ — 1 i w konsekwencji
a® + b < 2(c— Dt <2ec7t et

co jest sprzeczne z wyjsSciowym rownaniem. O

C2. Niech okrag opisany na tréjkacie BC'D przecina prosta AC' w punkcie S # C.
7 twierdzenia o kacie wpisanym mamy < BCS = <BDS oraz <DCS = <DBS.

D

B

7 tego wnioskujemy, ze BS oraz DS sa dwusiecznymi odpowiednio xABD oraz
JSADB. Teza zadania wynika z faktu, ze w dowolnym tréjkacie dwusieczne katéw
przecinaja si¢ w jednym punkcie. O



C3. Przeprowadzimy dowodd przez indukcje zupelna. Dla n < 3 teza zachodzi, gdyz
jedyna mozliwoscia jest wtedy n = 3. Latwo réwniez udowodnié, ze n # 4. Zalézmy,
ze m > 4 oraz, ze teza zachodzi dla wszystkich k < n. Z warunkéw zadania wynika,
ze gracz A,_s3 przegral z A,_1, ktéry przegrat z A;. W takim razie gracz A, _s
wygral z A;. Dla k = n — 3 mamy wiec nastepujaca sytuacje: gracz A; wygral z
Aiy1 (1 =1,2,...,k — 1) oraz Ay wygral z A;. Na mocy zalozenia indukcyjnego
3| k, zatem n = k + 3 réwniez jest liczba podzielna przez 3, co koficzy dowdd.

C4. Dla k > 0 okreslmy wielomiany f; w nastepujacy sposob:

fu(z) = (’S)P(x) - (f)P(az 1)+ (’;)P(x ) — o (—1)F (:) Pz + k).

Zachodza oczywiste rownoéci fy = P oraz f,, = f. Zauwazmy, ze

o) - Aile 1) = S ("2 +() P+

i=0
k41 o
- ;(—DZ(,H P
= fr+1(2),
gdzie dla uproszczenia zapisu przyjeliSmy (761) = (kzl) =0.

Dla dowolnego wielomianu ) dodatniego stopnia, wspdlczynniki przy najwyzszych
potegach Q(z) 1 Q(xz + 1) sa réwne. Wobec tego oraz na mocy uprzednio
dowiednionej réwnosci, jesli fi nie jest wielomianem stalym, to stopien wielomianu
fr+1 jest mniejszy niz stopien wielomianu fi. Z powyzszego oraz z faktow fo = P,
fn = f, latwo wynika teza. O



