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Organizacja konkursu

Piata edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla sie w roku szkolnym
2013/2014 i byla wspélfinansowana przez miasto Poznan w ramach projektu
Matematyka dla Zuchwalych. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM,
powolana przez Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
Odbywaly sie w okresie od stycznia do marca 2014r.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkét oraz z samymi zaintersowanymi. Warto dodac,
ze utworzony zostal profii WLM na Facebooku. Zrédlem aktualnych informacji
o konkursie jest strona internetowa wim.wmi.amu.edu.pl.

W konkursie wziglo udziat 30 uczniéw szkét srednich oraz jedna uczennica
gimnazjum. Uczestnicy reprezentowali szkoly z Poznania (9 uczniéw), Leszna (7),
Krotoszyna (5), Jarocina, Pleszewa, Srody WLKP (po 2) oraz Grodziska WLKP,
Kalisza, Szamotul, Wolsztyna (po 1).

Uczniowie rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia 2014r., zestaw B do konca lutego 2014r., zestaw C do konca marca 2014r.
Kazdy zestaw liczyl po 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiazania zadan
oceniane byly przez Komisje WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna bylo
otrzymacé jeden duzy punkt i od 0 do 10 punktéw. W kilka dni po zakonczeniu
terminu nadsylania rozwiazan kazdego z zestawéw, na stronie internetowej WLM
ukazywal sie¢ aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie V. WLM odbylo sie 6 czerwca 2014r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy, ktorzy
wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe, a zdobywcy trzech pierwszych miejsc
zostali zaproszeni na ob6z matematyczny do Kwiejc. Wszyscy obecni na zakonczeniu
mogli wystucha¢ wykladu dra Bartlomieja Bzdegi pod tytulem Wybierzmy
nagmniejszy... czyli indukcja w tadnym opakowaniu.

Dodatkowo zorganizowane zostaly nastepujace trzy wyklady:

e 29 marca dr Bartlomiej Bzdega wygtlosit wyklad pod tytulem Problemy
dotyczqgce liczb pierwszych, ktéry trwal 2 x 90 minut.

e 26 kwietnia mgr Bartosz Naskrecki wyglosit 90-minutowy wyktad pod tytutem
Jak zawigzac krawat?

e réwniez 26 kwietnia mgr Monika Naskrecka wygtosita 90-minutowy wyktad pod
tytutem Jak daleko od wektora do gospodarki i czy mozna modelowaé gielde?

Osoby, ktore wystuchaly wykladéw, zostaly zaproszone na poczestunek przy kawie
i herbacie.



Komisja WLM

Przewodniczacy
e prof. dr hab. Krzysztof Pawatowski
Czlonkowie
e dr Malgorzata Bednarska—Bzdega
e dr Bartlomiej Bzdega
e Jedrzej Garnek
Pomoc w organizacji konkursu
e Yukasz Nizio
e Piotr Mizerka

e Sylwester Swat
Wyniki konkursu

Komisja WLM postanowila przyznaé¢ 2 nagrody stopnia pierwszego, 3 nagrody
stopnia drugiego, 4 nagrody stopnia trzeciego oraz 7 wyrdznien. Obok nazwisk
laureatéw podajemy ich wyniki; pierwszy oznacza liczbe duzych, a drugi (w nawiasie)
- malych punktéw.

Nagrody I stopnia

Andrzej Szczesiak 15 (144)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Mieczystaw Krawiarz 15 (143)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Grzegorz Adamski 14 (139)
Uczen 3 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego w Szamotulach.

Maciej Kolanowski 14 (133)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Wojciech Wawréw 14 (133)
Uczen 1 klasy Liceum Ogdlnoksztatcacego im. $w. Marii Magdaleny w Poznaniu.



Nagrody III stopnia

Adam Sobecki 13 (128)
Uczen 2 klasy III Liceum Ogodlnoksztatcacego w Kaliszu.

Klaudia Walkowiak 12 (116)
Uczennica 1 klasy Liceum Ogoélnoksztatcacego im. $w. Marii Magdaleny w Poznaniu.

Kamil Duczmal 11 (111)
Uczen 2 klasy VII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Kaliszu.

Daniel Mozdzierz 11 (104)
Uczen 2 klasy I Liceum Ogdlnoksztatcacego w Pleszewie.

Wyrdznienia
Aleksandra Banach 9 (88)
Uczennica 2 klasy Liceum Ogolnoksztatcacego w Grodzisku WLKP.

Marcin Drzewiecki 9 (80)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Tomasz Fengier 9 (78)
Uczen 3 klasy I Liceum Ogoélnoksztalcacego w Pleszewie.

Agata Nowicka 8 (84)
Uczennica 2 klasy I Liceum Ogdlnoksztalcacego w Jarocinie.

Aleksander Kasprzak 8 (76)
Uczen 3 klasy II Liceum Ogoélnoksztalcacego w Lesznie.

Pawel Kwapisz 8 (71)
Uczen 3 klasy II Liceum Ogdlnoksztalcacego w Lesznie.

Katarzyna J6zwiak 6 (64)
Uczennica 2 klasy I Liceum Ogdlnoksztalcacego w Jarocinie.



TresSci zadan

Zestaw A
A1. Rozwigzaé réwnanie a + b = a? — ab + b*> w liczbach catkowitych a i b.

A2. Dany jest tréjkat ABC. Punkty P, Q i R leza na odcinkach odpowiednio
BC, CAi AB, przy czym AP jest dwusieczng kata BAC' oraz zachodza réwnosci
JXBPR = 4<CPQ = <BAC. Wykazaé, ze tréjkaty BPR i CP(Q sa przystajace.

A3. W zaleznosci od liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ liczbe rozwiazan uktadu

T1x2 = 1+ T2,
ToTy = T3+ T3,
Tp_1Tn = Tp_1+ Tn,
Tpki = Ty + T,

w liczbach rzeczywistych.

A4. Dwusieczne katow wewnetrznych A i B tréjkata ABC przecinaja odcinki BC'
i CA w punktach odpowiednio P i Q. Wykazaé, ze jezeli symetralne odcinkow AP
i BQ przecinaja sie na odcinku AB, to AB? = BC - CA.

A5. Na tablicy napisano pewnien skoficzony ciag o wyrazach w zbiorze {1,2,3}.
Liczba jedynek na miejscach parzystych jest taka sama, jak na nieparzystych;
analogicznie dla dwdjek i tréjek. W danym momencie mozemy wykonaé¢ jedna
z dwu operacji:

1. Jesli dwa kolejne wyrazy sa réwne, to mozna je zmazad;

2. Jedli trzy kolejne wyrazy x,y, z sa rézne, to mozna je zastapi¢ przez z,y, x.
Dowies¢, ze stosujac te operacje, mozemy caltkowicie wymazaé wyjsciowy ciag.

Zestaw B

B1. Czworokat ABCD jest wypukly. Punkty P oraz @) sa $rodkami odcinkéw
odpowiednio CD i AB. Wykazaé, ze jeSli AP || CQ i BP || DQ, to czworokat
ABCD jest rownoleglobokiem.
B2. Wykazaé, ze liczba

111...1222...2

—_—

n jedynek n dwdjek

jest iloczynem pewnych dwdéch kolejnych liczb naturalnych.



B3. Ustalmy liczbe naturalna n. Niech A oznacza zbiér punktéw plaszczyzny (z,y)
réznych od O = (0,0), o wspdlrzednych z i y catkowitych, spelniajacych warunki
|z] < nily] < n. W zaleznosci od n znalezé najmniejsza liczbe m o nastepujacej
wlasnosci: Kazdy m-elementowy podzbiér zbioru A zawiera takie punkty P i @,
ze kat POQ jest prosty.

B4. Dowiesé, ze jedli a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw pewnego trojkata, to prawdziwa
jest nier6wnosé

a® +b% + & + 3abe > a?b+ ab® + b2c + b + Pa + ca?.

B5. Wyznaczy¢ wszystkie niestale wielomiany P o wspdlczynnikach catkowitych,
spelniajace nastepujacy warunek: Dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n
co najwyzej jedna z liczb P(1), P(2),...,P(2n — 1) dzieli si¢ przez n.

Zestaw C

C1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, spelniajace dla kazdego = € R warunek
af(z) + f(-z) =1

C2. W pewnym kraju kazde dwa sposréd n > 3 miast sa potaczone droga
jednokierunkowsa, ale z kazdego miasta mozna dojecha¢ do dowolnego innego
(niekoniecznie bezposrednio). Nazwijmy tréjkatem takie trzy miasta A, B,C,
ze istnieja bezposrednie drogi z A do B, z B do C i z C do A. Wykazaé, ze kazde
miasto nalezy do pewnego tréjkata.

C3. Liczby naturalne a i b sa dzielnikami n. Wykazac, ze jedli liczba = + 7

(NWW (a,b))?

jest podzielna przez a i b, to liczba n jest podzielna przez WD (a,0) -

C4. Wysokoé¢ opuszczona na bok BC trojkata ostrokatnego ABC ma dlugosé
rowna Sredniej arytmetycznej dlugosci jego wszystkich bokéw. Okregi o1 1 02 sa
styczne zewnetrznie i maja jednakowe promienie r. Ponadto okrag o; jest styczny
do odcinkéw AB i BC|, natomiast okrag oo jest styczny do odcinkéw BC i CA.
Dowiesé, ze BC' = 5r.

C5. Ciag (a) zdefiniowany jest nastepujaco:

1 1
a; = —, a =——— ~dlak>1.
1 2 k+1 1 + ap — ai =
Dowie$é, ze a1 -ag - ... a, < \/% dla wszystkich n > 1.



Szkice rozwigzan

A1l. Réwnanie z zadania réwnowazne jest nastepujacemu:
(a—1)2+(b—1)*+(a—b)? =2,

co tatwo sprawdzié przez proste wymnozenie. Zatem jedna z liczb (a —1)2, (b—1)2,
(a — b)? jest réwna 0, a pozostale sa réwne 1.
Jedlia—b=0,t0 (a—1)2=(b-12=1,codajea=b=0Iluba=0>b=2.
Jedlia—1=0,toa=1oraz (b—1)2=1, zatem b =0 lub b = 2.
Jesli b—1 =0, to b =11 analogicznie a = 0 lub a = 2.
Podsumowujac, réwnanie spelniaja pary: (0,0), (2,2), (1,0), (1,2), (0,1), (2,1).

A2. Prosty rachunek na katach A
pokazuje, ze trojkaty BPR oraz N
QPC sa podobne na mocy cechy

(k,k,k). Skala ich podobiefistwa jest

réwna stosunkowi ich wysokosci

poprowadzonych z wierzchotka P.

Te wysokoéci sa odleglosciami

punktu P od odcinkéw AB i AC, R

wiec sg jednakowe, poniewaz AP D
jest dwusieczna kata BAC.

To konczy dowdd, ze tréjkaty BRP

i QPC sa przystajace. O B P C

A3. Zauwazmy najpierw, ze x1,...,x, # 1. Odejmujac stronami réwnanie nr 7 + 1
od i-tego, otrzymamy x;%; {1 — Ti41Ti42 = T; — Tiya, gdzie przyjmujemy x,4; = ;.
Réwnowaznie (z;41 — 1)(2; — 242) = 0, zatem x; = 2;42, bo z;41 # 1. Wobec tego
dla n nieparzystych mamy

>3

T=T1 =3 =...=Tp =2 =T4—=...=Tn-1,

Przy czym 2% = 2z z pierwszego réwnania. Z tego wnioskujemy, ze z = 0 lub
x = 2. Zatem dla n nieparzystych mamy dwa rozwiazania: (0,0,...,0)1(2,2,...,2);
bezposrednio sprawdzmy, ze spetniajg one uktad réwnan z zadania.

Jesli n jest liczba parzysta, to tawo sprawdzié, ze uktad posiada rozwiazania postaci

(x17x27"‘7$n) = (xvyvxvyv'“uxay)v

gdzie vy = x + y. W tym przypadku rozwiazan jest nieskoficzenie wiele.



A4. Niech K bedzie punktem przeciecia symetralnych odcinkow AP i BQ), lezacym
na AB. Mamy AK = KP, zatem SAPK = SKAP = <CAP i w konsekwencji
KP | AC. Zatem tréjkaty ABC i KBP sa podobne.

C

Stad otrzymujemy g—g = %, zatem

_AC-BK _AC-BK

AB KP AK

Analogicznie dowodzimy réwnosci

_ BC-AK _ BC-AK

AB
KQ BK

Mnozac powyzsze dwie réwnosci stronami,
B otrzymujemy teze. O

A5. Po zastosowaniu ktérejkolwiek z operacji nasz ciag nadal bedzie spelnial warunki
zadania, zatem wystarczy udowodnié¢, ze kazdy taki ciag mozna skrocié.

Jesli pewne dwa kolejne wyrazy ciggu sa jednakowe, to stosujemy operacje nr 1
i skracamy ciag. Zalézmy wiec, ze tak nie jest. Wtedy znajdziemy dwa jednakowe
wyrazy tego ciagu, ktére stoja na miejscach o réznej parzystosci i pomiedzy ktérymi
znajduja sie wylacznie inne wyrazy. Zatem nasz ciag wyglada nastepujaco:

S T Yy By Yy By Yy By Ty

Stosujac odpowiednia liczbe razy opreacje nr 2, otrzymamy

Yy 2y Yy 2y Yy 2y Ty
Teraz wystarczy zastosowaé operacje nr 1. [
B1. Niech K bedzie punktem D P C

przeciecia odcinkéw AP i DQ,
natomiast L - odcinkéw BP i C'Q.
Tréjkaty AKQ i QLB na mocy
cechy (k,b,k) sa podobne do
trojkata APB w skali % W takim
razie KL || AB i KL = }AB.
W analogiczny sposéb dowodzimy,
72 KL || DC i KL = %DC.
Czworokat ABCD ma wiec pare
bokéw réwnych i réwnoleglych,
zatem jest réwnolegtobokiem. O A Q B




B2. Zachodza nastepujace rownosci:

10" -1 10" -1
+

11...122...2=1111...11+11...1 =
—_— T

> 9 9
B (10" — 1)(10™ + 1) n 10" -1 (10™ — 1)(10™ 4 2)
- 9 9 9
10" -1 10"+ 2
e i T I Y
3 3 N—— Y——
n n—1
co konczy dowdd. O

B3. Wykazemy, ze szukang liczbg jest m = 2n? + 2n + 1. Jest to wiecej niz potowa
elementéw zbioru A. Zatem jesli podzieli¢ zbiér A na czwoérki postaci

{(a, b), (b, —a), (—a, —=b), (—b, a)}

(rysunek po lewej stronie), to na mocy zasady szufladkowej, w przynajmniej jednej
z czworek znajda si¢ przynajmniej trzy punkty. Pewne dwa sposréd tych trzech
punktéw dadza nam kat prosty o wierzchotku O.

Ay Ay
(_bva)
. e o o
\ (avb)
\ » e o o
\\ e
-
\ R4 e o o
\ -
\ -~ - -
N T T
-7 N e o o
- \
// \
g AN o o o
(—a,—b) \
. e o o
(b7_a)

7 drugiej strony, w zbiorze
{(z,9):1<ae<n, 0<y<nfU{(z,y): —n<z< -1, —-n<y<0}

(rysunek dla n = 3 po prawej stronie) jest 2n? + 2n punktéw i zadne dwa z nich
nie wyznaczajg kata prostego o wierzchotku O.

B4. Korzystajac z nieréwnosci ngyz > xy oraz warunku tréjkata, otrzymujemy
. ) a® + b? b + 2 c? + a?
A+ +c=(a+b—c) +(b+c—a) +(c+a-—0) 5

>(a+b—clab+ (b+c—a)bc+ (c+ a —b)ca
= a’b+ ab® + b’c + be? + 2a + ca® — 3abe,

co nalezato wykazac. O



B5. Niech k£ > 0 bedzie liczba calkowita oraz niech n = |P(k)| # 0. Oczywiscie
n | P(k), wiec takze n | P(k 4+ n). Z warunkéw zadania k + n > 2n, réwnowaznie
k = n=|P(k)|. Zatem |P(k)| < k dla wszystkich catkowitych dodatnich k.
Jedynymi niestalymi wielomianami posiadajacymi te wlasno$é¢ sa P(x) = x oraz
P(z) = —x. Latwo sprawdzi¢, ze obydwa spelniaja warunki zadania.

C1. Wstawiajac —z w miejsce x, otrzymamy réwnosé¢ —z f(—xz)+ f(z) = 1. Mnozac
ré6wnoéé z zadania obustronnie przez z, otrzymamy x2f(x) + 2 f(—x) = x. Dodajac
do siebie ostatnie dwie réwnosci, dostajemy f(x) + 22f(z) = x + 1, co prowadzi do

flx) = 1?2111. Bezposrednio sprawdzmy, ze funkcja ta spelnia warunki zadania.

C2. Niech B bedzie dowolnym miastem. Oznaczmy przez A zbiér tych miast,
z ktérych drogi prowadza do B, a przez C zbidr tych miast, do ktérych prowadza
drogi z B. Z warunkéw zadania wynika, ze zbiory A i B sg niepuste, rozigczne oraz
ich suma zawiera wszystkie miasta oprécz B. Poniewaz mozna dojechaé¢ z kazdego
miasta do kazdego, musi istnie¢ bezposrednia droga z pewnego miasta C' ze zbioru C
do pewnego miasta A ze zbioru A. Wtedy A, B, C jest tréjkatem. O

C3. Poniewaz a | & 4 %, to tym bardziej a | %b +n. Z faktu a | n, mamy a | %b7
réwnowaznie a® | abn. Analogicznie otrzymujemy podzielnosé b | abn. Stad

(NWW(a, b))?

ab n

NWW(a®,b®) | abn, réwnowaznie

Teraz juz tatwo otrzymac teze, korzystajac z tozsamosci ab = NWD(a, b)-NWW(a,b). O

C4. Niech P i @ beda srodkami okregéw odpowiednio 01 i 02. Oznaczmy ich promien
przez r, a wysoko$é trojkata ABC opuszczong na bok BC przez h. Przyjmijmy takze
a=BC,b=CA, c=AB.

Zachodzi nastepujaca réwnoséé pol:

A

Pipc = Pepoc + Pepa + Pcga + Prga.

Stad
1 1 1 1 1
iah = §(a+ 2r)r + 5¢r + ibr + 5 2r(h —r),

co po przeksztalceniach daje

B ah B a-i(a+b+c)
S a+b+c+2h a+btc+i(at+bteo)
1
=—a
5 )
B co nalezalo wykazaé. O
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C5. Prosta indukcja pokazuje, ze 0 < a, < 1 dla wszystkich n. Zaleznosé

rekurencyjna z zadania jest rownowazna rownosci

ar
Mnozac ja stronami dla k = 1,2,...,n, otrzymamy
(ar...an)* = ma ! -1
.o.ap a% — - .
Niech é = an1+1 — 1= (a1az...a,)? Na mocy warunkéw zadania, dla n > 2
1 a l1-a 1 1
bt Tt e Ta—a, 2T g 272

An+41

Stad b, > b,_1 + 2. Rozpoczynajac od by = 4, otrzymamy indukcyjnie b, > 2n,

co jest rownowazne tezie zadania.

11
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