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Organizacja konkursu

Siédma edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyta sie w roku szkolnym
2015/2016. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywatly si¢ w okresie
od stycznia do marca 2016r.

Jak co roku, organizacje ligi wsparta Poznanska Fundacja Matematyczna,
a takze Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz Wydziat
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zaintersowanymi. W szkotach
wywieszone zostaly plakaty informujace o konkursie. Zrédlem aktualnych informacji
jest strona internetowa wim.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLM na Facebooku.

W konkursie wzielo udzial 22 uczniéw szké! srednich oraz jeden gimnazjalista.
Przewazajaca czesé¢, bo az 18 uczestnikéw, pochodzila ze szkél poznanskich.
Uczniowie reprezentowali réwniez Srode Wielkopolska (2 uczestnikéw) oraz Jarocin,
Pile i Rokietnice (po jednym).

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia 2016r., zestaw B do konca lutego 2016r., zestaw C do konca marca 2016r.
Kazdy zestaw liczyl po 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiazania zadan
oceniane byly przez Komisje WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna byto
otrzymac jeden duzy punkt i od 0 do 10 matych punktéw. W kilka dni po zakoncze-
niu terminu nadsytania rozwiazan kazdego z zestawéw, na stronie internetowej WLM
ukazywal sie aktualny ranking uczestnikéw.

Zakonczenie VII WLM odbylo sie 11 czerwca 2016r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy, ktorzy
wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe. Wszyscy obecni na zakonczeniu
mogli wystuchaé¢ wyktadu pod tytutem Spacery na swiezym powietrzu, ktéry wyglosit
profesor Piotr Sniady.

Komisja WLM

e Czlonkowie komisji:
dr Bartlomiej Bzdega (przewodniczacy), dr Malgorzata Bednarska-Bzdega,
mgr Jedrzej Garnek.

e Zespdl przygotowujacy zadania konkursowe:
dr Barttomiej Bzdega, mgr Jedrzej Garnek, mgr f.ukasz Nizio,
Mieczystaw Krawiarz, Piotr Mizerka, Sylwester Swat.



Wyniki konkursu

Nagroda I stopnia

Wojciech Wawréw 15 (144)
Uczen 3 klasy Liceum Ogolnoksztalcacego $w. Marii Magdaleny w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Patryk Matusiak 9 (89)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Kacper Bem 8 (81)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Kamil Piechowiak 8 (76)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Michal Urbanski 6 (53)
Uczen 2 klasy XVI Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Piotr Géreczny 6 (46)
Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogblnoksztalcacego w Poznaniu.

Cezary Botta 5 (44)
Uczen 1 klasy Gimnazjum im. Noblistéw w Rokietnicy.

Paulina Romanowska 4 (43)
Uczennica 2 klasy Liceum Ogoélnoksztalcacego im. sw. J. Bosko w Pile.

Wyrdznienia
Mikolaj Rakowski 3 (38)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Tomasz Wisniewski 3 (32)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Agata Chlebowska 3 (29)

Uczennica 2 klasy Zespotu Szkot Ponadgimnazjalnych w Jarocinie.
Piotr Kaminski 3 (27)

Uczen 1 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.



TresSci zadan

Zestaw A

A1l. Rozwiaza¢ uklad réwnan

‘.’E—y| _277
‘y—Zl _I77
e —a| =y'

w liczbach rzeczywistych x, vy, 2.

A2. Liczby a i b sg calkowite dodatnie, ponadto a® + b> = p™ dla pewnej liczby
pierwszej p i liczby naturalnej n. Udowodnié, ze p = 2 lub p = 3.

A3. Nazwijmy grubym prostokat o bokach z iy, spetniajacych warunek %:r <y < 2z.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych z kafelkéw o wymiarach

1x1, 1x2, ..., 1xn

mozna ulozy¢ gruby prostokat, przy czym kazdy z tych kafelkow powienien by¢ uzyty
doktadnie jeden raz.

A4. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki ciag (ai,as,...) liczb nieujemnych, ze dla
wszystkich n > 2 zachodza nieréwnosci an+1 < a, oraz sp41 > s, gdzie s, jest
$rednig arytmetyczna n poczatkowych wyrazéw ciagu (a).

A5. W pieciokacie wypuklym ABC DFE zachodza nastepujace réwnosci:
AB =BC =CD, AE =FEB = BD, AC =CE =FED.

Wyznaczy¢ miary katéw tego pieciokata.

Zestaw B

B1. Niech A;, B;, C7 beda $rodkami bokéw tréjkata ABC, lezacych naprzeciw
wierzchotkéw odpowiednio A, B, C. Dowiesé, ze z odcinkéw dlugosci AA,, BBj,
CC4 mozna zbudowaé trojkat.

B2. Na kole (z brzegiem) o promieniu 1 znajduje sie¢ pchla. Wyznaczyé wszystkie
liczby dodatnie d, dla ktérych pchla potrafi dostaé¢ sie z kazdego punktu kola na
kazdy, wykonujac pewna liczbe skokéw o dlugosci réwnej d i nie opuszczajac przy
tym kota.



B3. Znalez¢ wszystkie pary liczb naturalnych (m,n), dla ktérych m?n | m* +m +n.

B4. W réwnolegtoboku ABCD kat przy wierzchotku A ma miare o < 60°. Punkt
P # D spelnia warunek < PAB = < PCB = «. Wykazaé, ze <APB = q<CPD.

B5. Niech z1,x9,...,z, beda liczbami rzeczywistymi, przy czym 0 < z; < 1
dla i = 1,2,...,n. Polézmy 9 = x, i £,41 = 1 oraz y; = f”‘;i‘l . mi+2$’7+1
dlai=1,2,...,n. Dowies¢, ze
8y +4 > 117,
dzie T = Zit@at... 4oy | 7 — vityot . .Fun
g - n y= n '
Zestaw C

C1. Niech a, k,l > 2 beda liczbami naturalnymi. Udowodnié, ze liczby
M=1+d"+a?*+.. . +a""V" i N=14+d+a?+.. . +ak V!
posiadaja wspolny dzielnik wiekszy od 1.

C2. Wykazaé, ze dla n > 2 wszystkie wspdtezynniki wielomianu

1 1 1 1
P(x) = = = - ]... —
@) (ra) (o5) ()
s mniejsze od n.

C3. W trojkacie ostrokatnym ABC kat przy wierzchotku A ma miare wigksza niz
45°. Punkty K i L lezg odpowiednio na odcinkach AB i AC, przy czym zachodzi
réwnos¢ AK = AL. Udowodnié, ze AB? + AC? < (BL + CK)?.

C4. Dla ustalonej liczby rzeczywistej ¢ > 0 i liczby naturalnej a; > 1 okreslamy
nastepujacy ciag (a1, ag, as,...): dlan > 1 liczba a,, jest najmniejsza wielokrotnoscia
n nie mniejsza niz ca, 1. Wyznaczy¢ wszystkie takie ¢ > 0, ze niezaleznie od wartosci
a1, dla pewnego m zachodzi réwnosé¢ a,, = m.

C5. Wszystkie $ciany pewnego wieloScianu wypuklego sa trojkatami. Ponadto
w kazdym jego wierzcholku, za wyjatkiem dokladnie dwdch, spotyka sie parzysta
liczba $cian. Dowiesé, ze te wyjatkowe wierzchotki nie sa koncami jednej krawedzi.



Szkice rozwigzan

Al. Zauwazmy, ze z7 = |z — y| > 0, co daje z > 0; analogicznie * > 01y > 0.
Rozwazmy przypadek, w ktérym = < y < z. Wéowcezas

y =2l =lr—al -z —yl=(z-2) - (y—2) =2y,
co prowadzi do y = z, gdyz w przeciwnym razie konce réwnosci miatyby rézne znaki.
Wtedy = = 0 oraz T z, wiec z € {0,1}.
Pozostate przypadki sa analoglczne ze wzgledu na symetri¢ zadanego uktadu. Otrzy-
mali$my nastepujace cztery tréjki (z,y, 2):

(0,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1).
Sprawdzamy, ze kazda z nich spelnia uktad.

A2. Niech d = NWD(a, b). Jesli d > 1, to mozna zapisa¢ a = day, b = dby. Wtedy

T

p 71

1+b3 d3:p )

gdyz aby d® dzielito p”, liczba d musi byé¢ potega p. Powyzsze rozumowanie dowodzi,
ze mozemy rozwazaé jedynie wzglednie pierwsze a i b. Niech zatem d = 1.

Mamy p” = (a + b)(a® — ab + b?), wiec a +b = p* i a® — ab + b? = p' dla pewnych
naturalnych £ > 117> 0. Jedlil =0,toa=b=11ip = 2. W przeciwnym razie
p|a® —ab+b? oraz p | a + b. Zatem liczba

(a+b)* — (a® — ab+ b*) = 3ab

jest podzielna przez p. Wykazemy, ze p{a iptb, co bedzie prowadzi¢ do wniosku,
ze p = 3. Istotnie, podzielnosci p | a i p | b sa réwnowazne, gdyz p | a + b. Jesli obie
zachodza, to d > p > 1 wbrew zalozeniom.

A3. Pole takiego prostokata wynosi

a jeden z bokéw ma dlugos¢ przynajmniej n.
Wobec tego drugi bok ma dlugo$¢ co najwyzej 21.
W przypadku n parzystych dlugo$é ta wynosi najwyzej
2. gdyz jest liczba naturalna. Zatem dla n parzystych —
zbudowany prostokat nie moze by¢ gruby.

Na rysunku obok przedstawiamy konstrukcje grubego
prostokata dla m nieparzystych. Kafelek po lewej stronie
ma wymiary 1 X n, a dwa kafelki z prawej 1 x "“ ilx ”Tfl
Zbudowany prostokat % x n jest gruby.

Odpowiedzia sa wszystkle nieparzyste liczby naturalne.




A4. Takie ciagi istnieja, o czym $wiadczy ponizszy przyktad. Niech a; = 0 oraz
a, =1+ % dla n > 2. Wtedy oczywiscie ag > as > ... oraz

0+ (14 +A+ P+ 1+ 50) L]
N n n - 2ntl

Sn
dlan > 2, wiec 59 < s3 < ....

A5. Niech x = AB, y = AFE, z = AC oraz p = <BAC, v = <CAE. Wowczas

2 22V da? 4%

2%:Cos(¢+¢)=COS¢COS¢—Sin(bsmd’:i ; \/1 22.\/1 y2

2
a po przeksztalceniach %z + 4%+ sz = 5.

Podobnie dla 9 BDC i 9BDE, ¥ + 2 + & = 5.
Odejmujac te réwnania stronami, otrzymamy po
kolejnych przeksztalceniach

(2022

wiec pewne dwie z liczb z,y, z sa sobie rowne.

Jedli x = y, to trojkat BC'D jest rownoboczny, wiec punkty B i E leza na symetralnej
odcinka C' D, z czego wynika, ze pieciokat ABC DFE nie moze by¢ wypukly. Podobng
sprzeczno$¢ uzyskamy dla = = z. Stad wnioskujemy, ze y = z. Wowczas trojkaty
ACFE i BDE sa réwnoboczne, a trojkaty AEB, BEC i CED sa réwnoramienne
i przystajace. Stad po prostych rachunkach wyznaczamy miary katéw pieciokata:

JA=75°, 4B =150°, 4C =150°, 4D =75, oF=90°

Warto dodaé, ze punkty A, B, C, D sa kolejnymi wierzchotkami dwunastokata forem-
nego, wpisanego w okrag o srodku F.

B1. Wybierzmy taki punkt P, ze B
jest Srodkiem odcinka A;P. Wowczas
czworokaty B1BC1P i AACP sa
rownoleglobokami — pierwszy 2z nich
ma pare réwnych rownoleglych bokdw
BCy i B1P, a w drugim przekatne AC
i AP przecinaja sie¢ w potowie. Stad
C1P=BB;1iCP = AA,. Zatem warunki
zadania spelnia tréjkat CC P.




B2. Dla d > 1 pchla nie moze wykonaé¢ zadnego skoku ze srodka S kota. Wykazemy,
ze dla d < 1 pchta moze sie dostaé¢ z kazdego punktu kota na dowolny inny.
Wystarczy udowodnié, ze z kazdego punktu kola
pchla moze dosta¢ sie do punktu S - wowczas,
wykonujac te same skoki, ale w odwrotnym
porzadku, pchta moze z punktu S dosta¢ sie do
dowolnego innego.

Niech pchla porusza si¢ po odcinku laczacym jej
pozycje P ze srodkiem, az znajdzie sie w punkcie A,
dla ktérego SA < 2d. Jest jasne, ze istnieje punkt B,
spelniajacy rowno$é AB = SB = d. Punkt ten lezy
na danym kole, gdyz SB = d < 1. Z punktu A pchla
moze skoczy¢ do B, a nastepnie do S.

B3. Jesli m = 1, to podzielno$é z treSci zadania przybiera postaé n | 2+ n i jest
spelniona tylko dla n = 1 lub n = 2. Dalej zakltadamy, ze m > 2. Mamy m | n, wigc
n = md dla pewnego naturalnego d. Wtedy m?d | m® + d + 1, zatem m? | d + 1,
w szczegdlnosci d > m? — 1. Stad
3
m>+d+1 m 1 1 m 1 1 1
IS — 5 — ==+ —S+—5<—5—+—5+ = :
m2d d m?> m2d m2-1 m?2 m?(m?2-1) m-1

Whioskujemy, ze m < 2, zatem m = 2 wobec poczynionych wczeéniej zalozen. Wtedy
podzielnoéé z zadania jest réwnowazna 4n | 18 + n, skad otrzymujemy 4n < 18 + n,
czyli n < 6. Sprawdzamy, ze podzielnos$¢ spelnia jedynie n = 6.
Podsumowujac, istnieja trzy pary spelniajace warunki zadania: (1,1), (1,2) i (2,6).

B4. Z zalozenia o < 60° wynika, ze

C
SPAD+<ADC+<DCP = 180°+3a < 360°,

zatem punkt B lezy wewnatrz tréjkata APC.
Niech K bedzie punktem przeciecia prostych
CD i PB, za$ punkt L — prostych AB i PD.
7. warunkéw zadania AL jest dwusieczng
S PAD oraz CB jest dwusieczna <<KCP.
Stosujac twierdzenie o dwusiecznej, twierdze-
nie Talesa i znéw twierdzenie o dwusiecznej,
otrzymamy

AD DL KB CK
AP LP BP CP’
Wobec tego tréjkaty DAP i KCP sa podobne

(bkb), wiec SAPD = <CPK, a z tego juz P
latwo wynika teza.




B5. Oczywista jest nieréwnosé (z; 1 +x; + 2441 — 2)% > 0, ktéra po przeksztalceniu

przybiera postac
‘I?_l + xf + Ii2+1 + 2111‘1‘_1 + 2Iil’i+1 + 21‘1‘_11‘2‘4_1 + 4 2 4Ii_1 -+ 417,' + 41‘,’4_17

co dalej jest rownowazne
Ti_q — xf + xfﬂ +8yi +4>4x;y +4x; + 44

Dla z € [0,1] mamy 22 < z, zatem wnioskiem z powyzszej nieréwnosci jest

xf_l — xf +8y;i +4 >4z +4x; + 3241
1,2,...,n, a nastepnie dzielac obie strony

Sumujac ostatnig nieréwnosé¢ dla @
przez n, otrzymamy teze.
C1. Zauwazmy, ze M (a* —1) = N(a' —1) = a* — 1, wigc NwW(M, N) < a* — 1. Stad

kl kl _
a 1 a 1 > 1

MN MN
17

= > =
NWD(M,N) = i Ny ~ afl =1~ (@ =@ = 1)

co konczy dowdd.

C2. Suma wspolczynnikow wielomianu wynosi
2 3 n+1
Ply==--—-...- =n+1.
1)=171"3
Przy ™ jest wspdlczynnik 1, wiec suma pozostalych wspoélezynnikéw jest mniejsza
lub réwna n. Poniewaz wszystkie wspolczynniki sa dodatnie, kazdy z nich jest

mniejszy od n.

B/
C3. Obr6émy trojkat ABC  wokdl C’
punktu A o XBAC, w taki sposob, by
obrazem punktu K byl punkt L. Mamy
CK = C'L. Na mocy zalozen

90° < < BAC' < 180°,

i

i

I

I

1

]

]

1

. . 7’ 7’ 7 !
zatem otrzymujemy nierownosc !
A K

AB? + AC? = AB? + AC"? < BC"” < (BL + C'L)?> = (BL + CK)?

co konczy dowdd.



C4. Teza jest spelniona dla wszystkich ¢ € (0, %}
Rozwazmy najpierw ¢ < % Na mocy definicji ciaggu (a) mamy a, > can—1 > an, —n
dla n > 2. Jedli a,, # n, to a, = 2n i tym samym

an < 2(an, —n) < 2can_1 < ap_1.

W takim razie gdyby nieréwnosé a,, # n zachodzita dla wszystkich n > 2, nasz ciag
bylby nieskonczonym malejacym ciagiem liczb naturalnych, a to jest niemozliwe.
Wobec tego a, = n dla pewnego n.

Pozostaje rozwazyé¢ ¢ > % Dla takich ¢ skonstruujemy ciag, ktory nie spelnia tezy.
Niech ¢ = % + ¢ oraz q, = . Liczby ¢, sa calkowite dodatnie, a ponadto

an Clp—1 1 1
(In:727: —+te 1—-— dn—1-
n n 2 n

Stad dla wszystkich n > 2 mamy ¢, > iqn_l oraz dla odpowiednio duzych n,
powiedzmy n > N, zachodzi nieréwnos¢ q,, > %qn_l. Z ostatniej nieréwnosci wynika,
ze jesli go,—1 > 1, to ¢, > 1 dla n > N. Wystarczy zatem tak dobra¢ ¢;, by bylo
gy > 1. Na mocy nieréwnosci ¢, > iqn,l, dobrym wyborem jest q; = 4V. Wtedy
dla wszystkich n zachodzi ¢, > 1, réwnowaznie a,, > n.

C5. Przypudémy, ze wyjatkowe wierzcholki sa koncami jednej krawedzi. Usuwajac
te krawedz oraz dokonujac lekkiej deformacji, otrzymamy wieloScian wypukty, ktory
ma jedna Sciane czworokatna a pozostalte trojkatne, a ponadto w kazdym jego wierz-
chotku spotyka sie parzysta liczba krawedzi. Oprzemy sie¢ na nastepujacym lemacie.

Lemat. Jesli w kazdym wierzchotku wieloScianu wypuklego spotyka sie parzysta
liczba $cian, to mozna tak pokolorowaé jego Sciany na biato i czarno, by kazde dwie
sasiednie $ciany (majace wspélng krawedz) byly innego koloru.

Dowdd lematu. Pomalujmy $ciany w dowolny sposéb. Wszystkie krawedzie oddziela-
jace Sciany jednakowego koloru nazwijmy czerwonymi. Jest jasne, ze z kazdego wierz-
chotka wychodzi ich parzysta (by¢ moze zerowa) liczba. Zatem jesli pewna czerwona
krawedz dochodzi do wierzchotka vy, to wychodzi z niego przynajmniej jedna inna
czerwona krawedz, powiedzmy do wvs, z ktérego znéw wychodzi inna do vs, i tak
dalej. Wierzcholki zaczna sie w koncu powtarzaé, wiec znajdziemy czerwony cykl.
Cykl dzieli wielo$cian na dwie czesci. Wybierzmy jedng i zmienmy kolor kazdej ze
Scian tej czeSci. Wtedy wszystkie krawedzie znalezionego cyklu przestana by¢ czer-
wone, a reszta krawedzi pozostanie bez zmian. Zachowana zostanie tez wlasnosc¢, ze
w kazdym wierzchotku spotyka sie parzysta liczba czerwonych krawedzi.
Kontynuujac to postepowanie, bedziemy sukcesywnie zmniejszacé liczbe czerwonych
krawedzi, az do wyzerowania jej. Woéwczas otrzymamy zadane kolorowanie.

Nasz wieloscian spelnia zalozenia lematu, zatem takie kolorowanie jest mozliwe.
Niech wielocian ma b bialych (w tym czworokatna) i ¢ czarnych $cian. Poniewaz
kazda krawedZ laczy biala i czarna $ciang, liczba krawedzi bialych $cian (3b + 1)
i liczba krawedzi czarnych $cian (3c) sa sobie réwne — sprzecznoscé.
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