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Organizacja konkursu

Osma edycja Wielkopolskiej Ligi Matematycznej odbyla sie w roku szkolnym
2016/2017. Zawody zostaly zorganizowane przez Komisje WLM, powolana przez
Oddziat Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Odbywatly si¢ w okresie
od stycznia do marca 2017r.

Jak co roku, organizacje Ligi wsparla Poznanska Fundacja Matematyczna,
a takze Oddzial Poznanski Polskiego Towarzystwa Matematycznego oraz Wydziat
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu.

Informacja o przeprowadzaniu WLM dotarta do uczestnikéw poprzez kontakt
z nauczycielami, dyrekcjami szkél oraz z samymi zaintersowanymi. W szkotach
wywieszone zostaly plakaty informujace o konkursie. Zrédlem aktualnych informacji
jest strona internetowa wim.wmi.amu.edu.pl, a takze profil WLM na Facebooku.

W konkursie wzielo udzial 37 uczniéw szkot srednich oraz troje gimnazjalistow.
Uczniowie reprezentowali Poznan (25), Leszno (6), Pile i Szamotuly (2) oraz Gniezno,
Ostréw Wielkopolski, Pleszew, Rokietnice i Tarnowo Podgérne (1). Na uwage za-
stuguje spory sukces gimnazjalistéw: dwoje z nich zdobyto nagrode drugiego stopnia.

Uczestnicy rozwiazywali 3 zestawy zadan konkursowych: zestaw A do konca
stycznia, zestaw B do konca lutego, zestaw C do konca marca. Kazdy zestaw liczyt
po 5 zadan z réznych dzialéw matematyki. Rozwiazania zadan oceniane byly przez
Komisje WLM. Za rozwiazanie kazdego z zadan mozna bylo otrzymac jeden duzy
punkt i od 0 do 10 matych punktéw. W kilka dni po zakoniczeniu terminu nadsylania
rozwigzan kazdego z zestawdw na stronie internetowej WLM ukazywal sie aktualny
ranking uczestnikow.

Zakonczenie VIII WLM odbylo si¢ 26 maja 2017r. na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Uczestnicy, ktérzy
wypadli najlepiej, otrzymali nagrody ksiazkowe. Wszyscy obecni na zakoinczeniu
mogli wystucha¢ wyktadu pod tytutem Matematyka pierwszych chrzescijan, ktéry
wyglosil dr Bartlomiej Bzdega.

Komisja WLM

e Czlonkowie komisji:
dr Bartlomiej Bzdega (przewodniczacy), dr hab. Malgorzata Bednarska-Bzdega,
mgr Jedrzej Garnek, mgr Y.ukasz Nizio, Piotr Mizerka, Sylwester Swat.

e Zespdl przygotowujacy zadania konkursowe:
dr Barttomiej Bzdega, mgr Jedrzej Garnek, Mieczystaw Krawiarz, Wojciech
Wawrdw.



Wyniki konkursu

Nagrody I stopnia

Kamil Piechowiak 15 (144)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogolnoksztalcacego w Poznaniu.

Piotr Piatyszek 15 (128)
Uczen 3 klasy Zespolu Szkol Komunikacji w Poznaniu.

Nagrody II stopnia

Natalia Adamska 12 (102)
Uczennica 3 klasy 3 Gimnazjum w Szamotutach.

Cezary Botta 12 (102)
Uczen 2 klasy Gimnazjum im. Noblistéw w Rokietnicy.

Patryk Morawski 12 (96)
Uczen 1 klasy VII Liceum Ogdlnoksztatcacego w Poznaniu.

Patryk Matusiak 11 (97)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Nagrody III stopnia

Piotr Kaminski 10 (93)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Piotr Géreczny 10 (89)
Uczen 2 klasy VIII Liceum Ogblnoksztalcacego w Poznaniu.

Konrad Hreczycho 9 (85)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogodlnoksztatcacego w Poznaniu.

Michat Matak 8 (71)
Uczen 1 klasy VII Liceum Ogoélnoksztalcacego w Poznaniu.

Jacek Gulij 8 (69)
Uczen 3 klasy IIT Liceum Ogodlnoksztalcacego w Poznaniu.

Wyrdznienia
Tomasz Wisniewski 6 (61)
Uczen 3 klasy VIII Liceum Ogdlnoksztalcacego w Poznaniu.

Maksymilian Manko 6 (55)
Uczen 1 klasy International School of Poznan.



Pawel Filipiak 5 (60)
Uczen 1 klasy Zespolu Szkél nr 1 w Szamotutach.

Pawel Nadolny 5 (50)
Uczen 3 klasy II Liceum Ogoélnoksztalcacego w Lesznie.

Maciej Jesse 5 (43)
Uczen 3 klasy Zespolu Szkol Komunikacji w Poznaniu.

Wojciech Doberschiitz 4 (45)
Uczen 1 klasy II Liceum Ogoélnoksztalcacego w Gnieznie.



TresSci zadan

Zestaw A

A1l. Rozwiazaé¢ rownanie
nl+2=m?

w liczbach caltkowitych dodatnich m, n.

A2. Dany jest tréjkat ABC. Punkt D lezy na odcinku BC, a punkt E na odcinku
AD, przy czym zachodza réwnosci AC' = BC' = AD oraz BD = ED. Dowies¢, ze

JABE + 29 DBE = 90°.

A3. Wykazaé, ze dla liczb rzeczywistych x,y, z > %, spetniajacych warunek zyz =1
zachodzi nier6wnosé

2 2 2
—+-+-2z+y+z+3.
x Yy =z

A4. W tréjkacie réznobocznym ABC' kat wewnetrzny przy wierzchotku C' ma miare
60°. Punkty P # A i Q # B leza na okregu opisanym na tréjkacie ABC oraz
spelniaja zaleznosci AP || BC' i BQ || AC. Wykazaé, ze AP = BQ.

A5. W zaleznosci od liczby naturalnej n > 2 wyznaczyé najwieksza liczbe k
o nastepujacej wlasnosci:

Mozna wybraé k takich podzbioréw zbioru {1, 2, ..., n}, ze kazde dwa rézne wybrane
podzbiory maja co najwyzej jeden element wspélny.

Zestaw B

B1. Prostopadtoscian P o wymiarach a X b X ¢ ztozony jest z abc szeScianikow
o wymiarach 1 x 1 x 1. Dwo6ch graczy wbija na zmiane igly w P, réwnolegle do
wybranej krawedzi, przebijajac tym samym a, b lub ¢ sze$cianikéw. Zaden szeécianik
nie moze by¢ przebity dwa razy. Przegrywa gracz, ktéry jako pierwszy nie moze
wbi¢ igly zgodnie z podanymi prawidlami. Wyznaczy¢ wszystkie trojki (a, b, ¢), dla
ktérych rozpoczynajacy gre posiada strategie zapewniajaca mu wygrana niezaleznie
od tego, co zrobi przeciwnik.

B2. Rozne liczby naturalne a, b, d spetniaja warunki:

d = NwD(a, b) oraz d+1=NwD(a+1,b+1).

Udowodnié, ze d < y/|a — b|.



B3. Dany jest tréjkat ABC oraz takie punkty D, E, F, ze punkt C jest srodkiem
odcinka BD, punkt A jest srodkiem odcinka C'F oraz punkt B jest srodkiem odcinka
AF. Udowodnié, ze $rodki ciezkosci tréjkatéw ABC i1 DEF sie pokrywajg.

B4. Na tablicy napisano n > 1 liczb calkowitych dodatnich mniejszych od 2n,
niekoniecznie réznych. Nastepnie, dopdki bylo to mozliwe, wykonywano operacje
polegajaca na zmazaniu dwoéch zapisanych liczb a,b > 1 i dopisaniu liczby {a“—be.
Wykazaé, ze na tablicy pozostala przynajmniej jedna jedynka.

(Symbol |z]| oznacza zaokraglenie x w d6t do najblizszej liczby calkowitej.)

B5. Niech pi1,ps,...,pr beda réznymi liczbami pierwszymi, mniejszymi od liczby

naturalnej n. Liczba n przy dzieleniu przez pi,ps,...,pr daje niezerowe reszty
odpowiednio 7r1,79,...,7;. Polézmy ponadto p = min{p;,po,...,pr} oraz
r =max{ry, T2, ..., % }. Dowiesé, ze n” > p*.

Zestaw C

C1. Dany jest wielomian P o wspoétczynnikach rzeczywistych. Kazda liczba catkowita
dodatnia wystepuje w ciagu P(1), P(2), P(3),... przynajmniej raz. Udowodnié,
ze stopienn wielomianu P jest réwny 1.

C2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p o nastepujacej wlasnoéci: w rozwinieciu
dziesietnym utamka % na p-tym miejscu po przecinku znajduje sie cyfra zero.

C3. Kwadrat o wymiarach n x n podzielono na n? kwadratéw jednostkowych. Kazdy
odcinek bedacy bokiem ktéregokolwiek z kwadratow 1 x 1 pomalowano na bialo
lub czarno. Okazalo sie, ze kazdy kwadrat jednostkowy ma dokladnie dwa boki
bialte i dwa czarne. Udowodnié, ze liczba biatych odcinkéw jednostkowych na brzegu
kwadratu n x n jest parzysta.

C4. Przekatne czworokata ABCD wpisanego w okrag o é§rodku O przecinaja sie
w punkcie P. Okregi opisane na tréjkatach ABP i CDP przecinaja sie w punkcie
E # P, a okregi opisane na trojkatach BCP i DAP w punkcie F' # P. Wykazad,
ze punkty F, F,O, P leza na jednym okregu.

C5. Funkcja f okreSlona dla argumentéw rzeczywistych dodatnich i przyjmujaca
wartosci rzeczywiste spelnia dla kazdego = > 0 rownosé

f@?=1+@-1)f(x+1).

Dowiesé, ze jesli f(x) > 0 dla wszystkich > 1, to f(z) > x dla wszystkich = > 1.



Szkice rozwigzan

A1l. Liczba m? dzieli sie przez 8 dla m parzystych, a dla m nieparzystych liczba ta
jest nieparzysta. Jezeli n > 4, to

1+42=1-2-3-4-...- 2
n! + 3 n—+
=24

jest liczbg parzysta niepodzielna przez 8, wobec tego nie moze by¢ szescianem liczby
naturalnej. Zatem n < 3. Po bezposrednim sprawdzeniu okazuje sig, ze rozwiazanie
calkowitoliczbowe daje tylko n = 3 — mamy wtedy m = 2.

A2, Réwnosci bokéw w tredci zadania

sg rownowazne réwnosciom odpowiednich c
katéw, zaznaczonych na rysunku obok.

Niech < DBE = <BED = ¢. Wéwczas

D
JACD = XADC = 20,
wiec YABC = < BAC = 90° — ¢ oraz
JABE = <ABC — <DBE = 90° — 2. E
A B

Stad SABE +29xDBE = 90°.
A3. Na mocy warunku zyz = 1, zadana nieréwno$¢ jest rownowazna nieréwnosciom

(@+y+2)+6,

d(yz + zx + zy) >
>2(x +y+2) + 8zyz — aiy?2? — 1,

2
d(yz +zx +zy) =2
a po przeksztalceniach

2?y?2? > (20— 1)(2y — 1)(22 — 1).
Powyzsza nier6wnosé otrzymamy mnozac stronami nieréwnosci

z? > 2 —1, v =2y —1, 22> 221,

w ktorych obydwie strony sa nieujemne na mocy zalozenia x,y,z > % Sa one
prawdziwe, gdyz a? > 2a — 1 <= (a — 1)? > 0 dla kazdego a rzeczywistego.



A4. Zaltézmy, bez utraty ogdlnosci,
ze AC > BC. Wowczas punkt Q lezy
na krétszym tuku AB, za$ punkt P — na c
tuku AC' nie zawierajacym B.

Niech K bedzie punktem przeciecia P
sie odcinkéw AC i BP. Skorzystamy
trzykrotnie z faktu, ze trapez wpisany

w okrag jest rownoramienny. Najpierw ><
dla trapezu ABCP: daje nam to
rownosci

\/

\/

JSCBP =<4CAP =<4BPA =60°.

> B
W takim razie tréjkaty APK i BCK sa //
roéwnoboczne. Teraz dla trapezu AC BQ: .
Q

JIQBC = 4AQB = 120°,

wiec SQBK = 60°. Z tego wynika, ze SAQB + <QBC = 180°, wiec AQ || BP.
Wobec tego czworokat APBQ jest trapezem réwnoramiennym, czyli AP = BQ.

A5. Wybierzmy pewna liczbe podzbioréw zbioru {1,2,...,n} zgodnie z warunkami
zadania. Nazwijmy wybrany podzbiér duzym, jesli ma przynajmniej dwa elementy.

Kazdemu duzemu zbiorowi przypisujemy dowolny jego dwuelementowy podzbidr.
Przypisane podzbiory sa rézne, gdyz w przeciwnym razie te duze zbiory mialyby
przynajmniej dwa elementy wspdlne, a tak by¢ nie moze. Zatem liczba wybranych
duzych podzbioréw nie przekracza liczby podzbioréw dwuelementowych, czyli (g)
Wszystkich podzbioréw, ktére nie sg duze jest n+ 1 (zbiory jednoelementowe i zbiér
pusty). Zatem nie mozna wybra¢ wiecej niz () +n+1 = £ (n? +n+2) podzbioréw.
Na koniec zauwazmy, ze to oszacowanie gorne jest optymalne — taka liczbe podzbioréw
otrzymamy, wybierajac wszystkie o co najwyzej dwéch elementach.

B1. Udowodnimy, ze jesli wérdd liczb a, b, ¢ sa co najmniej dwie parzyste, to drugi
gracz ma strategie wygrywajaca, a w przeciwnym razie posiada ja gracz pierwszy.
Zalézmy najpierw, ze co najmniej dwie sposrdd liczb a, b, ¢ sa parzyste — niech
beda to a i b. Wowczas na jakikolwiek ruch pierwszego gracza drugi odpowiada
ruchem srodkowosymetrycznym wzgledem srodka $ciany, w ktora gracz pierwszy
wbit igte. Zapisy 1,, i 2,, na rysunku po lewej stronie oznaczaja odpowiednio n-ty
ruch pierwszego i drugiego gracza. Poniewaz nie jest mozliwe przebicie érodka zadnej
ze $cian, gracz drugi ma odpowiedz na kazdy ruch pierwszego gracza ze wzgledu
na $rodkowosymetryczno$é zbioru przebitych sze$cianikéw. Mozna wykonaé jedynie
skoficzong liczbe ruchdéw, zatem gracz drugi w tym przypadku wygrywa.
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Niech teraz wérod liczb a, b, ¢ beda co najmniej dwie nieparzyste, powiedzmy b i
c. Wowczas gracz pierwszy w pierwszym ruchu moze przebi¢ $rodek prostopadtos-
clanu, wbijajac igle w $rodek Sciany b x ¢ (rysunek z lewej strony). Nastepnie stosuje
strategie analogiczna do strategii drugiego gracza z poprzedniego przypadku.

B2. Liczba a—b = (a+1) — (b+1) jest podzielna zaréwno przez d jak i przez d + 1.
Poniewaz d i d + 1 sa wzglednie pierwsze, mamy d(d+ 1) | a — b. Z tej podzielnosci,
wobec nieréwnosci |a — b| > 0, otrzymujemy

la —b| > d(d+1) > d?
co jest rownowazne tezie.

B3. Niech S bedzie punktem przeciecia
srodkowej BP tréjkata ABC' i $érodkowej
D@ trojkata DEF.

Punkty B i @ sa $rodkami bokéw AF
i EF tréojkata AEF, wiec BQ || CE oraz
BQ = %AE = CP. Zatem czworokat
BCPQ jest rownoleglobokiem. Stad

1
PQ| DB, PQ=BC= BD.

Wobec tego trojkat PQS jest podobny do
tréjkata BDS w skali %, a z tego wynika
réwnosé
DS BS
SQ SP
Srodkowe w tréjkacie dziela sie w stosunku
2: 1, wiec S jest wspélnym Srodkiem ciezkoéci tréjkatéw ABC i1 DEF.

2.




B4. Przypuéémy dla dowodu nie wprost, ze na tablicy nie pozostala zadna jedynka
i nie mozna dalej wykonywaé¢ operacji opisanej w zadaniu. W takim wypadku na
tablicy widnieje doktadnie jedna liczba i jest ona wieksza lub réwna 2. Na mocy
nieréwnosci

1 1 1 1

> 4z
[abj(atb)] ~ abflatd) a b
wnioskujemy, ze suma odwrotnosci liczb napisanych na tablicy w zadnym kroku nie

moze zmale¢. Na poczatku ta suma byla mniejsza od %, a na koncu wynosi najwyzej
1

5 — sprzecznosc.

B5. Liczba n daje przy dzieleniu przez kazda z liczb py,pa, ..., pr reszte w zbiorze
{1,2,...,r}. Na mocy zasady szufladkowej, przynajmniej t = [k/r] liczb pierwszych
daje te sama reszte. Bez straty ogélnosci niech beda to p1,pa,...,p: i reszta rq.
Liczba n — 71 jest podzielna przez p1,po, ..., p:. Sa to rézne liczby pierwsze, zatem
ich iloczyn réwniez dzieli n — 1. Ponadto n —ry > n—p; > 0. Wobec tego zachodzg
nieréwnosci

n>n—ry=pips...pe = p=pFr > pkr

Podnoszac konice nieréwnosci do potegi r, otrzymujemy teze.
C1. Wielomiany stale nie spelniaja warunkow zadania. Niech zatem
P(z) = apa™ +ap_ 12" ' 4 ...+ a1z +ag
ma stopien n > 1. Podstawmy
A =n-max{|agl,|a1],...,|an|}

Dlaxz > 1oraz k=0,1,...,n — 1 zachodza nieréwnoéci —£x <apzk < 4z
Wobec tego dla x > 1 mamy

anz"” — Az" "t < P(x) < apa™ 4 Az

Jedli a,, < 0, to dla wszystkich =z > Itiil zachodzi nieréwnosé P(x) < 0, czyli w ciagu
P(1),P(2),... jest tylko skonczenie wiele liczb dodatnich. Zatem musi by¢ a,, > 0.
Niech m > 2%l bedzie liczba naturalng. Wéréd liczb P(1), P(2),...,P(m — 1)
brakuje przynajlmniej jednej liczby ze zbioru {1,2,...,m}, nazwijmy taka y. Zatem
liczba y wystepuje w ciagu P(m), P(m + 1),.... Prowadzi to do nieréwnosci

ap,m™ — Am™~ ! < min{P(m), P(m +1),...} <y < m.

Dla n > 2 otrzymamy z niej sprzecznosé

1
A+1<ma, <A+ 2<A—|—1.
mn—

Zatem n = 1.
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C2. Rozwazmy najpierw p wzglednie pierwsze z 10. Na mocy malego twierdzenia
Fermata zachodzi podzielnogé¢ p | 10P~! — 1. Niech @,_1...a1ap bedzie zapisem

dziesietnym liczby 10;*1 , w ktérym dopuszczamy zera poczatkowe. Rozwazmy liczbe

z=0,(ap_1...a100). Wowczas

107 -z —x=ap—1...a100,(@p—1...a100) — 0,(ap—1...a100)
10P — 1

=ap—1...0100 =
P ’
p

zatem x = %. To oznacza, ze p-ta cyfra rozwiniecia dziesietnego % jest taka sama
jak pierwsza, czyli rowna zero dla p > 10 i rézna od zeradlap=3ip=7.
Pozostaja jeszcze % =0,5000...15=0,2000..., ktére posiadaja zero na odpowied-
nio drugim i piatym miejscu po przecinku.

C3. Niech b oznacza liczbe bialych odcinkéw na brzegu
kwadratu n X n, za§ w — w jego wnetrzu. Narysujmy
kazdy kwadrat jednostkowy z osobna, jak na rysunku
obok. Taki sam efekt otrzymamy rozcinajac wyjsciowy ..
kwadrat n x n na kwadraty jednostkowe. Wowczas nary-
sujemy 2n? bialych odcinkéw jednostkowych, przy czym
kazdy odcinek brzegowy jednokrotnie, a wewnetrzny —
dwukrotnie. Daje to réwnosé |

b+ 2w = 2n?, ’

z ktorej natychmiast wnioskujemy, ze b jest liczba
parzysta.

3
—

j i

C4. Niech PK i PL bedg érednicami, zas S i T srodkami okregéw opisanych
odpowiednio na tréjkatach ABP i CDP. Zachodza nastepujace réwnosci:

1
<DOT = §<ICOD =<9CAD = 4PAD,
1
<DTO = 180° — §<ICTD =180° — <CPD = 4 APD.

7 tego oraz z analogicznego rachunku na katach otrzymujemy podobienstwa

AOTD ~ AAPD ~ AASO.

Ponadto AO = DO, zatem tréojkaty OTD i ASO sg przystajace.

11



Na mocy réwnosci

SO = DT =PT oraz OT =AS=DPS

czworokat PSOT jest rownoleglobokiem. Z tego wynika, ze punkt O jest $rodkiem
odcinka KL, gdyz S i T sa $srodkami odcinkéw odpowienio PK i PL.

Katy KEP i LEP sa proste jako oparte na poélokregach. Zatem punkt O lezy na
prostej KL prostopadlej do PFE, przechodzacej przez E. W takim razie okrag o
$rednicy OP przechodzi przez punkt E. Analogiczne rozumowanie dla punktu F
konczy dowdd.

C5. Najpierw wykazemy indukcyjnie nastepujace stwierdzenie dla n =0,1,2,...:

-1
Dla kazdego > 1 zachodzi nier6wnosé f(x) > fil (1)
T —

Indukeja startuje od n = 0: f(z) = \/1+ (x—1)f(z+1) > 1, gdyz z zalozen
f(x) > 0 dla wszystkich « > 1. Zalézmy prawdziwosé (1) dla pewnego n. Wowczas

f@)=Vit(@-Dfe+1)>Ve-)flz+1)>/(z -/ Ve

on z—1
>\/(x—1)2/ \/x—lzﬁm.

12



Przechodzac do granicy, dla kazdego x > 1 otrzymamy

f(z) = lim f(z)> lim g:x—l.

n—oo n—oo 2/x — 1
Jest jasne, ze dla x = 1 ta nier6wno$¢ takze jest spelniona.
Teraz wykazemy, znéw przez indukcje wzgledem n =0,1,2,..., ze:
. C 1
Dla wszyskich 2 > 1 zachodzi nieréwnosé f(z) > = — o (2)
Indukcja startuje od przed chwila udowodnionej nieréwnosci f(z) > x — 1. Zalézmy
prawdziwosé (2) dla pewnego n. Wéwczas

f(x)—\/1+(ff—1)f(x+1)>\/1+(:c—1) <m+1—21n>— x2_2ﬁn+2in

2_ 9 T I 1
AT T Tt T gt

Znéw przechodzac do granicy, otrzymujemy

n—oo n—oo

f(z) = lim f(z)> lim (m) = z.
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